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prefAcio 



Neste volume final da serie Ffsica Basica, conclufmos a apresentacao da fisica 
classics e abordamos a fisica do seculo XX. A concepcao inamem-se fiel aos ob- 
jetivos adofados em toda a obra: enfatizai as ideias e princfpios fundamental. Es- 
peramos que a conelusao do projeto tome aparcntc a estreita unidade e interligacao 
entre os diferentes volumes. 

Os capftulos 2 a 5 sao dedicados a otica. Na ofica gcometrica, destaca-se a 
bela analogia dtico-mecanica de Hamilton, de grande relevancia na introducao da 
ffsica quantica e na compreenr.fio ;eu re!aeiar.amcnlD com u ffsica classics. 

Os fenomenos da fitica ondulatoria desempenharn urn papel nao mends impor- 
tante na trarsicao para a ^i^ainca iijantica. ivistifjcj.ncc ;:n inv. amenta mais com- 
plcto do que e usual neste m'vel. Nas aplieacoes, foram inclufdas difracao de raios 
X e holografia. 

O capi'tulo sobre polarizacao [ambem mcreceu destaque especial, pois 6 usado 
coma base para a formulscao dos principles da fisica quantica. Em particular, a 
reflexaq total frustrada ilustra os efeitos de lunelamento. 

Na introducao a relatividade restrita (capftulo 6), sao discutidos cuidadosa- 
mente todos os efeitos cinematicos da iransformacao de Lorentz e e dada uma bre- 
ve apresentacao da dinamica relativfstica, inchiindo a inercia da energia. Ha tam- 
bem uma introducao quafitativa a relatividade geral. 

No capftulo 7, e revisto o dcscnvolvimento historico que levou a formulacao 
da mecanica quantica. Sao introduzidas as ordens de grandeza basicas caracterfsti- 
cas da escala aidrnica. O aco trip an ham en to em paralelo no laboratorkx indispen- 
savel em todo o curso. e especialmente importance nesta parte. 

E nos tapitulos de 8 a 10, que coiitem a introducao h ffsica quantica. que o 
tratamento mais diverge dos usnais. Em lugar de desenvofver a mecanica ondu- 
latoria, fomentando a ilusao de que basia estender um pouco as ideias sobre ondas 
classicas, enfatiza-se o caratcr radical das mudaricas introduzidas pela quantizacao, 
procurando formular os principios de forma a servir como base correta para genera- 
lizacocs ulteriores. 

A formulacao dos prinefpios da tcoria quantica e inteiramente baseada no con- 
ceito de estados de polarizacao de fdtons. que permite ifrtroduzi-los corretamenle. 
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utilizando a intuicao desenvolvida na otica e C(im grande economia, a exemplo do 
que foi feilo por Dirac no capitulo iniciaJ de sen extraordinario tratado. 

A extensao a equaeao de Schrodinger, no capftuio 9, torna-se natural, generali- 
zando o formalismo sem aJterar os princfpios basicos. As aplicacoes, no capftulo 
JO. visjmi ilustrar os mais importantes efeitos quanticos e os principals tipos de 
espectros de energia encontrados, incluindo os espectros de bandas da ffsica dos 
sdlidos. 

A ultima seeao trata da interpretacao da mecanica quantica, terna em que tem 
havido importantes progressos recentes, Canto tepricos como experimentais. 

Consideramos inteiramenfe inutil incluir os habituais capftulos sobre ffsica 
"moderna" (ffsica a:cmica, nuclear e de particular dc alius crcrgias), pois so po- 
dem limitar-se, neste mvel, ao carater de divulgacao cientffica. Para a formacao de 
engenheiros. em especial, devem ser inclui'dn^ mirr curso inflependr.nfs posterior A 
base de ffsica quantica aqui forneeida permiie acesso a esses tdpicos sem maiores 
dificuldades. 

Mesmo assim, este volume e apreciavelmentc mais exisnso que os anteriores. 
O material foi todo ministrado pelo autor, mais de uma vez, em um semestre, com 
seis horas de aula semanais, Em cursos mais compactos, sera necessaria uma se- 
lecao. 

Como nos volumes arterioles, os problemas no final de cada capftulo foram 
cuidadosamcnte escolhidos para ilustrar e testar a compreensao da materia. Listas 
de problemas e um curso paraJelo de '.abtratorio sao essenciais. 

Atfibui-se a Dirac a observacao de que nunca se deve iniciar uma frase sem 
saber como se vai termina-la. Se o autor tivesse pressentido, ao empreender esta 
obra. que demoraria quase vinte anos para completa-la, e possfvel que nao a tivesse 
levado a cabo. O estfmulo para faze-lo veio principalmente dos estudantes, a quern 
ela e dedicada. Entretanto, tcria s:do ir.viavcl sem a ccmpicinf-ai) t i arj-ok: dc 
minha esposa Micheline, a quern reitero lodo u nieu :ecL):ilieciiii;:Ho. 

Agradeco ainda a Fundacao Jose Bonifacio, da Universidade Federal do Rio 
de Janeiro, pelo seu auxflio. 

Rio de Janeiro, 7 de julho de 1998 
H. Moyses Nussenzveig 
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1 

INTRODUgAO 

O que e a luz? Como se propaga? Como e gerada? 

Essas sao algiimas das questoes fundamentals que abordaremos na primeira 
parte deste curso. 

Vamos discutir de imcio alguns dos aspectos mais simples da propagacao da 
luz, parcialmente con.heci.dos descle a a.ntigiiidade, objeto da orieo. gpomelnca. 

Os fendmenos da &lica gcomctrica sao compatTveis com a teoria corpuscular 
da luz, da qual se costuma (erroneamente) citar Newton como principal partidario. 
A teoria rival, a teoria ondulatoria da luz, teve sua primeira grande contribuicao no 
"Tratado sobre a Luz" de Christian Huygens, publicado em 1690, onde se encontra 
formulado o Principio de Huygens, que desempenha urn papel fundamental no 
tratameato da propagacao de ondas. 

A "Otica" de Newton, publicada em 1704 e revista em 1717, e uma obra ex- 
traordinaria. Relata .sens resultados sobre a decomposicao espectral da luz branca e 
observances de efeitos ondulatorios, como os aneis de Newton, incluindo determi- 
nancies precisas de comprimentos de onda. As ideias de Newton sobre a luz combi- 
navam as tcorias coipusculai e undidalOi ia, Icuibiiijidu unt puucu a atual teoria 
quantica. 

O triunfo da teoria ondulatoria sobreveio no infcio do seculo passado, corn os 
trabalhos de Thomas Young e Augustin Fresnel sobre os efeitos de interferencia e 
difracdo. 

A obra de Huygens ja" continha uma discussao dos efeitos de dupla refracao, 
relacionados com a polarizacao da luz, que tambem foram discutidos por Newton 
e depois por Fresnel, levando a conclnsao de que as ondas de luz sSo transversals, 
e nao longitudinals como as de som. 

Vimos no curso de eletromagnefismo (F(s. Bds. 3) que Maxwell, em 1861, apos 
formular as equacoes basicas do campo eleiromagnetico, deduziu delas a existencia 
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de ondas cletromagn ericas, propagando-se com a velocidade da luz, Jevando-o a 
inferir que a luz 6 uma onda eletromagnetica. A confirmacao experimental da teo- 
tiu deirumat-netica da luz rcsultcm das experiencias de Hertz, em 1888, em que 
produziu ondas eletromagnetecas (de radio) e mostrou que tinham propricdades 
analogas as da luz. A aoiena dipolar que empregou constitui o modelo classico 
mais simples do processo de geragao de ondas eletromagneticas. 

Tentativas de detcctar um suporte material das ondas (o "eter") culminaram na 
experi&ncia de Michelson e Morley, em 1887, cujo resultado ncgativo, juntamcnic 
com outras evidencias da inexistencia do eter, foi uma das origens da teoria da 
relatividadc restrita, fomiuiada por E:ns:ein em 1905, que discutiremos na segunda 
parte do curso. 

Cnrio^ainente, foi nas experiencias de Hertz, feitas para comprovar a teoria 
eletromagnetica da luz, que ele observou as primeiras evidencias do efe'Uo fato- 
eletrico, que iria contribuir para o renascimento de uma teoria corpuscular. 

A luz do sol, cujo espectro contfnuo foi revelado por Newton, e um exemplo 
de radiacao tenvica, emitida por um corpo a temperatura elevada. Foram dificul- 
dades cm conciliar as leis da radiacao termica com a ffsica classica que levaram 
Max Planck, em i900, a formular sua revolucionana hipotese dos quanta, a origem 
da teoria quantica. 

Em 1905, Einstein mostrou que os resultados observados no efeito fotoele- 
trico, que tambera pareciam inexplicaveis pelti lTsict classica, podiam ser expli- 
cados estendendo a luz a hipotese de Planck e descrevendo-a em termos de /Stores, 
com carater corpuscular. 

O espectro da luz emitida por vapores atomicos, como numa lampada de sd- 
dio, nao e contfnuo como o da luz solar: e um espectro de raias. Mais uma vez, a 
ri'sica classica nao o csolica, como nao explica a sxistencia de atomos. A estrutura 
atOmica e o processo elemental da emissao de iuz por um atomo so puderam ser 
explicados pela teorta quantica. foi ela tambem que permitiu reconciliar a coexis- 
teneia de aspectos corpuseulares e ondulatorios da luz. 

Uma introducao a teoria quantica sera dada na terceira parte deste curso. 

A otica e atualmente uma das areas :nais ativas da ffsica. cm boa parte devido 
a invencao de um novo tipo de fonte de luz, o laser, que data dos anos 60. Apli- 
caeoes importantes da luz laser sao encontradas em praticametue todas as areas da 
ciencia e da tecnoiogia. 

Entre as aplicacoes praticas mais promissoras em desenvolvimento encontram- 
se aquelas relaciormdas com eomimicacoes oticas e computaeao otica. 




€ TIC A 
GEOMETRICA 

%°1 Propagaftio refilinea da lux 

Niini meio liomogeneo, como o ar dentro de uma sala ou o espaco iuter- 
estelar, a luz se propaga em linha reta. Isso 6 particulannente rcconbfcfve.l qvatido 
a fonte de luz e "puntiforme". ou seja, de dimensoes desprezfveis em confronto 
com as demais que entram na observacao: urn exempio e ym buraquinlio de alfmeie 
iiutmnado num anteparo opaco. 




Nease caso, um obslacuk; opaco ilumina- 
do pela fonte F puntiforme projeta uma 
sombra de contornoe bem nftidbs, defini 
dos pcla propagacao retih'nea (fig. 2,1), 



Fig, Z.J Propagacao retllinea da luz 




Analog amente, ouma c&r.mra escura (fig. 
2.2). forma-se uma imagera (invertida) de 
um objeto, representando uma forma pri- 
mitiva de aparelho fotografico. 
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Um feixe conieo de luz de abertura muito pequena cbama-se urn pincel de 
raios luminosos, e no limitc idealizado em que a abertura tende a zero tem-se um 
raw de luz, uraa linha reta iium meio humu^e-neo. Na teoiia cojpuseular, um raio 
representa a trajetoria de um corpusculo de luz. 

Para a teoria ondulatdria, a propagacao ietiluica da luz parece differ! de expli- 
car, como foi observado por Newton. As ondas sonoras nao tem propagacao re- 
tilmea. Assim, por exemplo, oisvimos a voz de uma pessoa que fala do lado de fora 
de uma sala com a porta entreaberta mesmo quando a pessoa esia fora da linha de 

Conforrne vimos no curso de acustica (Fis.Bas. 2), Huygens procurou explicar 
a propagacao retilfnea na teoria ondulatdria atraves de seu celebre Princfpio. Numa 
ofida, temos de examinar a propagacao da fuse da onda, que define suas cristas e 
vales. TJma. frente de onda (em 3 dimensoes, e uma superficie) e o lugar geome- 
irico de potltos que tSm a mesnia fase, p. ex., pertencem todos a mesma crista de 
onda. 




O Principio de Huygens pode ter sido 
motivado pcla observacao de ondas na 
superficie de um tanque com agua. Sabe- 
mos neste caso que uma frente de onda 
que aiiiige uma barreira em que ha uma 
pequena abertura (fig. 2.3) gera ondas 
circulares do oulro lado; a porcao da 
frente de onda nao obstruida comporta-se 



Fig. 2.3 Principio de Huygens como uma fonte puntiforme. 



Segundo Huygens. cada ponto de uma frente de onda comporta-se como fonte 
puniiforme, gerando ondas secunddrias. Num meio homogeaeo, essas ondas sao 
ondas esfericas com centro na fonte, propagando-se com a velocidade das ondas no 
meio. 

Dada uma frente de onda inicial, Huygens propoe uma construcao geometrica 
para obter a frente de onda num ins tan tc posterior: Consideram-se todas as ondas 
secundarias ernanadas de pontos da frenfe de onda inicial nao obstruidos por obsta- 
culos. A frente de onda no instante posterior considerado e a envoltaria desscis 
ondas secunddrias. 



das superff 



Fig. 2.A Envolt 
ies da familia 



ou seja, tans 



P.1 Vp^i^D relilmrd cii luz 5 

A envoltdria £ dc nina familia de super- 
ficies (fig. 2.4) e uma superli'eie que em 
cada um de sens ponios 6 tangente a uma 
incia todas elas. A ideia basica dc Huvgcns 



6 que cada onda securcana isolnrla-merrs e demasiado ffaca para produzir efeitos 
percepti'veis. So produzc.rn ifeitos na envoltoria I, porqus sobre ela inuitas cudas 
secundarias vizinhas se reforcam. 



Se tomarmos dims frsni.es de crd^ em 
iristantes separados por dr. ou seja, 2, e 
Z,^ ri , (fig. 2.5), vemos entao que a onda 
secundaria emanada de P e tangente a en- 
voltoria em P', ou seja, P P" e normal k 
envoltdria, e 

j PF y = vrf r j (2.1) 

□nde yea velooidade da onda no meio. Podemos entao identified PF com a 
direcao do raio luminoso, ou seja, os raios stsv us trajetorias onogonals dasfren- 
tes de onda. 



A explicacao de Huygens para a propa- 
gacao retilinea da ]uz e a formacao de 
sombras esta ilustrada na fig. 2.6, onde a 
f rente de onda AB, proveniente da fonte 
puntiformc F, incidc sobrc uma ab&rtura 
num anteparo opaco. A envoltdria CD do 
outro lado da abertura e gerada apenas 
pelos pontos de AB nao obstruidos, e por 
isto fica limiiada pelos raios extremos FC 

Fig. 2.6 Explicaclo de Huygens pars e FD <l ue P assanl P ela abertura. 

a propagacao retiiinea 

Embora exista penetracao de ondas secundarias na regiao de sombra, a en- 
voltoria c interrompida era C e D, e ondas secundarias sem envoltdria, segundo 
Huygens. san fracas dem;:i- p^ra -serem percebidas. 





Na realidade, a luz penetra, embora rnuito fracamente, na regiao de sombra, o 
que constitui o fenomeno da difracao, ja descrito por Grimaldi em 1665. 

Quao fortes sao os efeitos de difracao depende de urn parametro que nao foi 
levado em conta por Huygens: o comprimemo de onda A. As ondas descritas por ele 
iiui; coiiespondeii: Mecesseriamcrtc a oscilacoes periodicas; ele as imaginavacoino 
uma serie de pulsos. 

Newton nao so descobriu a decomposicao espectral da luz branca em suas 
componentes monocromaticas, como percebeu que cada cor corresponde a urn COrri- 
primcnto de onda bem defmido e roediu A com grande precisao: o valor que obteve 
para Inz alaranjadae compativel com os resultados atuais. 

Os comprimentos de onda tipicos na regiao visivel do espectro (do vermellio 
ao violcta) sao infcriorcs a lp.m = 10 'mm: vac- de 0,1 am (violeta) a 0,7 fim 
(vermelho). Os desvios da propagacao retilmea e da otica geometrica, conforme 
veremos mais adiante, sao tanto maiores quanto maiores as razoes JJd, onde d re- 
presenta dimensoes tipicas envolvidas na propagacao das ondas: tamanho de obsta- 
culos ou de oriffcios, raio de curvatura de objetos ou frentes de onda, etc... 

Para luz visfvel e situacoes quotidianas, 'kid e tipicamente < iO -3 e os desvios 
sao rnuito pequenos. Ja para ondas sonoras, os comprimentos de onda tipicos sao da 
ordem das dimensoes macroscdpicas (para a freqiiencia sotiora media da voz humana, 
v ~ 1 kHz, o perfodo x - 10 - - 1 s e % = vt ~ 3 x 10 : m/sx 10 - -' s = 30 cm). £ por isso que 
a "auusliea gconieti ica' : nao seria uma boa aproximacao. 

Do ponto de vista onduiatdrio, a otica geomeirica i uma aproximacao vdlida 
para comprimentos de onda rnuito pequenos em confronts com as dimensoes tipi- 
cos envolvidas. 

2.2 Reflexdo e refrafao 

Que acontece quando a luz passa de uma meio bomogeneo a outro? Na inter- 
face entre os dois, ha uma descontinuidade das propriedodes materia:-; (do ponto tie 
vista macrosedpico: microscopicamente, ha uma regiao dc tran:dcac a:mvcs de va- 
rias camadas atomicasj. 

P K 1 A 




z P da interface £ (tig. 2.7). 



Seja X a superffeie de separacao enire dois 
meios transparentes 1 e2(p. ex.,areagua, 
ou aguae vidro), e consideremos nmraio 
de luz incidente no rneio 1 sobre um ponto 



2 * 



Fig. 2.7 Piano de incidencia 



Do ponto de vista da otica geometrica (A. 
« raio de curvatura em P), podemos 
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substituir I, nas vizinhaneai de P, pelo piano tangenie [liEno ponto P (fig. 2.7): 
tudo se passa como se a interface fosse plana, d&da por II. Seja n o vetor unitario 
da normal a X (e a IT) em P. Chama-se pZn/tw de incidincia o piano que contem o 
raio incidente Pi P e a normal n. e angulo de incidencia a aflgalo 9] entre Pj P e n 
(Eg. 2.7). 



A experiencin mostra que o raio incidente 
da origem geraimente a um raio re.fte.Hdo 
PPi' que volla para o meio \ e forma 
com a normal o angulo de reflemo 6/ e 
a um raio refratado PP: Iransmitido para 
o meio 2. que forma com a direcao da 
normal um angulo 9 ; , o angulo de re- 
fracao (fig. 2.8). 



A lei da reflexao, ja connecida nn Greda anriga : diz que o raio refletido par- 
lance ao piano o.c i;\ci</i:;c:::. c o angulo ac rcficxao 6 iguai ao de Irxidenciu: 



e; = e, I (2.2) 



A lei da refracao, descoberta por Willebrord Snell em 1621 e reencontrada 
por Descartes em 1637, diz que o raio refratado tambem permanece no plana de 
incidincia, e 




(23) 



on.de j] 12 e uma constante que se chama indice de refracao do meio 2 relative- ao 
meio 1. Se n\ 2 > 1, como p. ox. ao passar do ar para a agua, diz-se que o meio 2 € 
mats refringente que L e o raio refratado se aproxima da normal; se n- s i < 1 (ao 
passar do vidro para a agua, p. ex.), o meio 2 6 mehos refringente. c o raio re- 
fratado se afasta da normal. 

Convem observar que a constancia do indice de refracao relativo vale para lit;, 
monocromdiica: n n varia com a cor, o que cotistimt o fenomeno da dispersao, 
responsavei pela separacec dty cores nas experiencias de Newton com prismas. 
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Fig. 2.8 Angulos ds rcflcxso c rsi'ccSo 



Como se expli 
ondulatdria? 

E facil explicar a reflexao pela teoria ct 
uma reflexao elastica no solo, a component 
sem que a componente horizontal se altere, 
angulo de reflexao e o de incidencia. 

A explica^ao corpuscular darefraeao esta 
ilustrada na fig. 2.9, adaptada da figura 
original de Descartes. Uma bola de tenis 
que penetra do ar na agua no panto B 
dcsvia-sc da sua trajetoria original BD > 
para BI, pois perde parte da componente 
vertical de sua velocidade ao penetrar na 
agua, onde se desloca com velocidade 
raenor. 



as leis da reflexao e da refracao nas teorias corpuscular e 



l de tenis sofre 
elocidade se invertc, 
igoaldade entre o 





Fig. 2,9 Explicacii 



Se vi e i-2 sao as magnitudes das veloci- 
dades dos corpuseulos nos dois msios. a 
descontinuidade na interface muda a 
componente normal da velocidade 
( vm f Vlll ), sem alterar a componente 
tangential (fig. 2.10): 

v,, = \\ sen 9-, = v., - v, sen 0, (2.4) 



(2-5) 



ou seja, a velocidade da luz deveria ser maior na agua do que no ar ( im > 1 )■ 



Na realidade, a velocidade na agua iria dkninuindt. devid.3 a viseosidadc. Uma anaiogia mais adequada 
seriaapenetra^ioatravesdcuma lamina delgada, alterando apenas a componente normal. 



Refkatoerefragso 9 



Tiissao", quando seriam 
jma onda que se propa- 
i ponto reminiscenie da 



O que a teoria corpuscular nao expiica 6 por que pane da luz se reflete e parte 
kb refrata. Quando um corpusculo de luz chega a interface, o que decide se ele vai 
se refietir ou se refratar? Newton tinha plena conscigncia dessa dificuldade, e para 
resolve-la propos sua teoria dos "acessos". Os corpCscuios ieriam "acessos de facil 
refiexao", quando se refletiriam, e "acessos de facil £r 
refraEados. Esses acessos seriam periodic os. regulado- ;: 
garia juntamente com o raio de luz. Essa teoria e ate i 
atual teoria quantica da lit 2. 

Na teoria ondulatoria. nao ha qualquer dificuldade para explicar a refiexao e 
ttansmissao parciais. Se prendermos uma a outra duas cordas de densidades dife- 
rentes, p. ex., uma onda que chega a jiuicao e yaivialniente reflelida e parcialmentc 
refratada, em proporcces dr.crrninadas pelas "coMicoss de ccrtorno" na juncao 
(veja Fis. Ms. 2, Probl. 5-11). 



O Principio de Huygens permite obter fa- 
cilmente a lei da refiexao. Seja Q Pj (fig. 
2.11) uma frente de onda incidente sobre 
a interface segundo a angulo 81 (que e 
tambem o angulo cntre o raio incidente 
Pi P e a normal n ). 




Fig. 2.11 Expii 



0 p onto Pi da frente incidente atirge a interface apds um tempo d/ v,, onde 
d = Pi P e vj e a velocidade da onda no meio 1. Nesse instante, a onda secundaria 
gerada por Q ja tera atingido o ponto Q', , com QQ\ = d ; a frente de onda re- 
fletida {envoltoria das ondas secundarias geradas na interface) e Pf/i (a figura 
mostra outro ponto de contato C com a envoltoria, correspondente ao raio ABC). 

Os triangulos retangul os Q P , P e PQj_Q sao iguais, pois tern a hipotemisa QP 
comum e os catetqs iguais QQ'i = d = P, P. Logo, 6', = Q-, . 



A explicacSo da lei da refracao e analo- 
ga. A frente de onda incidente Q Pj da 
origem a frente de onda refratada Q 2 P, 
pela cons tin cao de Hujgens (tig. 2.12). O 
tempo necessario para que a luz percorra 
a dislancia d, - PTP no meio 1 e o 
mesmo levado para pereorrer 4 = QQ; 
no meio 2. Logo, se vi e v 2 sao as veloci- 
dades de propagacao das ondas nos meios 




0 ondjlatoia da "efra^ao 
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l e 2 respcctivameute, e t € esse tempo, temos 



4 



Os triangulos retangulos Q P, P e Q Q 2 P dao: 



d, - QP senS, , = QPscne 4 



Logo, usando a (2.6), 




(2.7) 



Comparando as (2.5) e (2.7), vemos que as predicoes das teorias corpuscular e 
ondulatoria sao invcrsas: segundo a tecria ondulatoria, a vetocidade da luz na agua 
deve ser menor do que no ar. 

Em 1830. Foucault e Fizeau mediram as velocidades da luz no ar e na agua, e 
mostraram que a velocidadc na agua e menor do que no ar, o que foi considerado 
como urn argumento decisivo em favor da teoria ondulatoria. 

O fndice de refracao n de um meio en; relacao ao vacuo e chamado seu irtdice 
ci-s teftacao absoluto. Como c £ a velocidade da luz no vacuo, a velocidade da luz 
nam meio de indice de refracao (absolute} n 6 



Alguns ineiccs do refracao absol'iitos para luz amarela de sodio 
(X = 5.890 A = 0^89 um ): Ar: 1,000293 (condicoes NTP); agua (20°C): 1,33; al- 
cool etflk:n (2t)°C): 1.36; dissulfeto de carbono: 1,63; quartzo fundido: 1,46; vidros: 
variam entre 1,52 para o mais comum a perto de 2,0 para o mais pesado; dia- 
mante: 2,42. 

As (2.7) e (2.8) dao: 



S.3 O principle de Foisdt 1 1 



ou seja, o indict: de refmgdv izluiivo do meio 1 em reiagao ao meio 1 e o quo- 
rAf.ntf. dp witt 'indices ah^ah.ita--. 

Pela (2.8), o tempo que uma frente de onda luminosa leva para percorrer uma 
distancia d num meio de mdice de refracao n e 




(2.10) 



O produto nd do tndice de refracao do meio pela distancia d nele percorrida 
chama-se caminho otico associado a cste percurso. 

2o3 © Principle de Format 

Em 1657, Pierre de Fermat encontroy um novo metodo para determinar a tra- 
jctona dos raios Iumii-.osoi, base-ado r.a sua ideia dc que "a Natureza sempre at.ua 
pelo caminho mais curto". O eniinciado do Principio de Fermat e: de todos as 

rido no Tempo minima. 

Corno c e uma constante, decorre da (2. 10) que tempo mfnimo tambem e equi- 
valence a caminko otico mini'v.o. 

Para a propagacao da luz num unico meio homogencc {?■ = constante), o cami- 
nho otico mfnimo tambem correspon.de a distancia minima, on seja, n Principio de 
Fermat leva a propagacao re.tdlnea da luz entre dois poatos. 



Consideremos agon cois me 
fees diferanfes, ^e-parados por uma inter- 
face plana. Qua] 6 o caminho otico mi- 
nimo para ir de Pi a P', (fi<«. 2.13), pas- 
sando por tun panto do. interface! 
Como os carnitines mais curtos para ir e 
voltar da interface sao retas. o caminho 
procurado consiste num par de segmcntos 
de reta, ligando P, a interface e a inter- 
face a P'i. Por que ponto da interface de- 
ve passar? 



o Fermat no reflexao 
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Seja Pi o ponto simetrico de Pi com relacao a interface. O ponto da interface 
procurado e entao a inter seccao de FT P'i com ? interlace (pm:o P na fig. 2.13). 

Com efe'ito, se compararmos o carninho Pi P P'i a outro, como Pi Q P',, vemos 
pela figura que P ( P -_Pi P e Pj Q = P ( Q , e que o caminho oti co vi a P equivale 
ao segmento de reta T>i P', , merior do que o caminho Pi Q + Q P'i associado a 
qualquer outro ponto Cj da interface. 

Logo, o Principle de Fermai leva a lei da reflexao. Vamos mostrar agora que 

Para isso, consideremos os pontQK P, e 
P2 e procuremos o ponto P da interface 
que minimiza o caminho otico 
ni PTP + n 2 P P 2 . Seja n o piano tange.nte 
a interface em P, 0 e Q as projegoes de 
Pi e P 2 sobre IT e PTO = d, , PTC - d 2 , 
OQ = de CfP = x, onde queremos de- 
terminar x. 

A fig. 2.14 da 

([PiPPj] = caminho otico) 

(d? + x 2 J\ n 2 [d;_ + (d - xfj 

Para obter o mmimo, derivamos cm relacao a x: 

(d-x) _^_ n (d^x) 

r ■> / ^i 1 ' 2 1 p,f 2 ppo 

K_ 



Logo, o caminho otico mmimo e aquele que corresponde a lei da refra?ao. 0 cami- 
nho "quebrado" minimiza o tempo porque aproveita melhor o caminho no meio 1. 
onde a velocidade e maior, redtizindo-o no meio 2, onde ela e menor. 

Na realidade, o Principio de Fermat tern de ser corrigido: o caminho 6tico nao 
e necessariamente minima. No exemplo acima, a aimlacao da primeira derivada nao 
garante que seja urn mmimo: poderia ser um maximo ou ponto de inflexao. Uni 



tambem leva a lei de Snell (fig. 2.14). 




P, PP 2 = ra, P, P + n 2 PP 2 = «j 



- n. senG, - n 2 sen 6, 
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ponto onde a primeira derivada .se anula 6 um ponio onde a funcao eonsiderada e 
eslaciondria corri respeito a peqs.eias variacoes: 

6/' . f (» 0 +»,)- /(*„) = rfe)8x+i/" W ( 5 . t ) 2 + ... 



=<! 5/ = .f( 1 , )+ Sx)-/(. 0 )=I;"(,„)(5,) ! + - 



ou seja, os desvios de/em relacao a seu valor estacionario sao de segunda ordem 
no desvio Sx : o tcrmo da l. E ordem i-c unula. 

O enunciado correto do Princfpio de Ferma: e que o cammho otico e esm- 
cionario em relacao a pequtnas variacoc;: cuando comparado com caminhos proxi- 
mos, os desvios sao de 2° ordem. 

Uraa conseqiiencia import ante do Princfpio de Fermat e que, se existem diver- 
se? oaminhos iitk'os do mesmo tipo (por exemplo, passando por um ponto qualquer 
da interface) Hgando dois pontos, todos eles estacionanos, cles tern de ser iguais. 

Isso sucede. em particular, se todos os raios emanados de um ponto Pi sao 
■'focalizados" no mesmo ponto P2 , que seria urna imugem perfeita de Pj. O Prin- 
ciple de Kuygens leva a mesrna conelusao. pois o foco e um case iimire de uma 
frente de onda, com raio de curvatura nulo, e o mesmo vale para o ponto fonte P]. 
Logo, o tempo de percurso entre sssas duas "frentes de onda" puntiformes deve ser 
o mesmo ao longo de todos os raios que ligam uma a outra. 

Um case em que isso ocorre (fig. 2.15) e 
o de uma fonte puntiforme Pi situada 
num dos focos de um espelho cuja super- 
ficial -6 um elipsnide de revolucao (ou 
uma porcao dele). A imagem P 2 e o outro 
foco. Com efeito, pela geometria do eiip- 
soide, £ normal n e a bisselriz do Sngulo 
entre os raios focais QP, e Q ¥ 2 ; alem dis- 
to, QP7 4- Q~Pi - QfPT + Q*P2 = cons- 
tante. Por outro Lado, se a fonte de luz 
nao estiver no -occ do elipsoide, dsixE A?. 
existir a focalizacao perfeita. 




Fig. 2.15 Etipsoids refletor 



1 4 '-.ji-a jecm sl-pjs 



Fiy. 2.18 Pai ahuliiide refletor 



Se fizermos am dos focos afastar-se ao 
co, o elipsoide se transforms num para- 
boloide, e raios paralelos ao eixo sao fo- 
calizadas no foco F, propriedade usada 
no teleseripio refletor do Monte Palomar 
e em antenas parabclicas (fig. 2.16). 

Podemos tambein usar n Prineipio 
dc Fermat para uma primcira tliscussao 
qualitativa do problema da formacao de 
imagens. Suponhamos que se queira fa- 
bricar um objeio de vidro que produza 
uma imagern pelo menos aproximada- 



inente pimtiforme de uma fonte puntiforme colocada diantc dele. 



Fig. 2.17 Trajetoria tipica 



Ao penetrar no vidro e ao sair dele, os 
raios sao desviados pela refracao, de 
mode que uma irajaoria tfpica sera da 
form;! PiQQ'Pi , cor?e>p;-" r^--;i."i r.n 
minho olico P~Q + 0 QQ 7 + Q' P? , on 
de ;i > 1 c o indxe de reii-acao do vidro. 



Logo, para que lodos os caminhos oticos s -jam iguais, e preciso qje a espes- 
sura Q Q' de vidro diminua a medida que o angulo B com o eixo Pi P 2 aumenta, 
para compensar o creseimento das distancias Pi Q e Q'P 2 . 




O objeto em que'stao deve ponanto ter 
qualitativamente a forma indicada na fig. 
2. IS, com a espessura maxima no eixo e 
diminnindo gradualmente a medida que 
nos afastamos dele. Aeabamos de inven- 
tai uma Iente eonvergentc! Mais adiante 
discutiremos em deialhe a formacao da 
imagem pela lente. 



Fig. 2.18 Lente convergenle 
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2.4 Koffexao fetal 

Embora tenhamos mencionado que, ao encontrar a interface sntre dois meios 
transparentes distintos, um raio de luz e parcialmente refletido e parcialmente 
transmitiiin. nao discutimos ate aqui a divis&o da intensidade entre as partes re- 
fietida e transmitida: que fraijik; vs.! parti uada lima? 

Experimentalmente, verifiea-se que as porcentagcns de reflexao c de transmis- 
sao variam com o angulo de incidencia 6.. Quando olhamos para baixo da super- 
ffcie de um lago em repouso, podemos ver o fundo: a maior parte da luz 6 transmi- 
tida, corn 6i peno de 0°. Por outro lado, margens disiant.es sao vistas refJetidas na 
agua corao Hum espelho: para incidencia proxima da rasante ( ©, - 90"), a maior 
parte da luz 6 refletida. Voltaremos a discutir estes efeitos ao tratar da teoria ele- 
tromagnetica da luz (na Sec. 5.7, ha graflcos da porcentagem de reflexao em fun- 
cao de 0,). 

Consideremof; agora o que acontece quando a luz passa de um meio mais re- 
fringente, coma a agua, para um mertos refringente, como o ar. Neste caso, pela lei 
de Snell (2.7), 




onde nu < 1 (o raio refraf.ado se afasta mais da normai). 



\ . , f fi . . Sendo n 12 < 1 , existira" (Fig. 2.19) um 

angulo B c , chamado angulo critico, para 
o qual 

, I sen6 c = n S2 | (2.13) 



Fig. 2.9 Angulo crtiicc 



Se o meio lea agua e o meio 2 o ar, p. 
ex., e senS,- = 3/4 - 0,75, o que da 



Que acontece o angulo de incidencia Q { 6 > Q c ? 5s aplictlsstmcs a ici d: 
Snell (2.12), isso daria sen8i > nn , ou seja, sen6 2 > 1, o que nao pode ser satts- 
feito quando 62 e um angulo real. 

A experiencia mostra que, nessas condicdes, ocorre a reflex&o total da luz in- 
cidents. A transicao para a reflexao total e contfniia: para 6| inferior afl^a fracao 
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da luz que se j reflete aumenta rapidamente a medida que 8, se aproxima de B t , 
tendendo a 100% na incidencia crftica e permanecendo em 100% para 6] > % . 

Para uma interface vidro/ar, o angulo cntico e 9„. = sen" 1 (2/3) = 41,5°, e 
uma aplicacao importante e o prisma de rcflcxao total, empregado em varios ins 
crumentos Sticos. 




O prisma de reflexao total e ura prisma 
de vidro com ingulo de abertura de 45°. 
Luz que incide perpend teularmente a uma 
face (fig. 2.20) tern 6, > Q r e 6 total- 
men te refletida ; o que desvia o feixe de 
90° 



Fig. 2.20 Prisma de refiexao total 



E o Indice de refragao elevadc do diamante (n - 2,42), juntamente com as 
facet as prismaticas talhadas em angulos apropriados, que faz urn brilhante faiscar: 
raios incidentea sobre ele em qtialquer angulo sao totalmente refletidos. A refracao 
e dispersao da luz emergente produzem as cores observadas. 



Outra aplicacao extrerriamerite importance 
da reflexao total e a propagacao da luz 
em fibras oticas. O exemplo mais sim- 
ples seria um cilindro transparente de 
vidro: como ilustrado na fig. 2.21, para 
angulos de incidencia tins parades supe 
riores ao angulo .crhico, a luz propaga-se 
dentro da fibra por refle.xoes totais suees- 
1 um guia de ondas para a luz. psmiilindo iransmiti-la 
a grandes distancias com perrlas extremamente pcquenas, o que e usado era te.le- 
fcnia. Fibras oticas sao tarr.bcm usadai zm varios instramentos medico -cinirgicos. 




Fig. 2.21 Propsgscso da \ul m 
vas. A fibra funciona c 



2.5 Espelhe piano 

Um dos elemenlos dticos mais simples e i 
forma a imagem de um objeto nesse caso. 



i espelho piano. Vejainos como se 



Para isso. basta seguir as trajetorias de 
dois raios emanados de nm ponto P t do 
objeto, p. ex., PiQP'i e PiQP'i (fig. 
2.22). Seja Pi a interseccao dos prolon- 
gamentos dos raios lefletidos QV, e 
QPV Decorre entao das leis da reflexao 
que os triangulos retangulos P1P0Q e 
Pi Po Q sao iguais, bem como os triangu- 
los rerangulos P,PnQ e PiP 0 Q . Logo, 
PiPo = PiP 0 ou seja, o ponto Pi e o 
simetrico de Pi em relacao ao piano do 
espelho. Dai segue que os proiongamentos de tados os raios refletidos se encon- 
tram em P,, que e uma imagem perfeita de P^ Isso tambem decorre do Princfpio de 
Fermat (Sec. 2.3). 



P 'V. 


p: 
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0 ■ Q 




P, if''' 





Fig. 2.22 imagem de um ponto Ps num 
espelho piano 




Fig. 2.23 Caraier virtual da imagem 



Para um observador em cuja vista pene- 
tram raios refletidos divergentes (fig. 
2.23), eles nao diferem em nada de um 
feixe divergent unginario de Pi , de for- 
ma que a sensacao visual 6 identica a que 
se teria se os raios emanassem de Pi. 
Diz-se entao que P, 6 uma imagem vir- 
tual do ponto objeto Pj . De modo geral, 
diz-se que uma imagem e virtual quando 
nao ha raios luminosos emanando dela. 
ela esta no prolongamento de raios lumi- 



Conforme vemos pela fig. 2.22, se tomarmos um sistema de coordenadas com 
origem no piano do espelho e piano (x,y) coincidente com ele, a relacao entre as 
coordenadas de um ponto objeto e de seu ponto imagem e dada pela transformacao 

p,( w) -> p t {'.y.-4 (214) 

(Objeto) (imagem) 



que se chama uma reflexao espacial com respeito ao piano (x,y) do espelho. 
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Essa transformacao preserva o tamanho 
dos objetos (distancias). A imagern da se- 
ta vertical Ox (fig. 2.24) e O' /, com a 
mesma orientacao. ou seja, a imagern e 
eretct {nao invertida, como na camara es- 
cura). Entretanto ela inverts o sentido na 
direcao perpendicular ao espelho 
(O; -> O' z ). Urn triedro direto (dex.- 
trorso) transforma-se num triedro reverso 
(sinislrorso). Diz-se por isso que a imagem e reverse: nao pode ser superposta ao 
objeto atraves de uma rotacao espacial. 




Fig. 2.24 Carster raverso da imagern 



2.6 Espelho ««ferl<o 

As superficies dos elementos que se empregam nos in strum entos oticos sao 
quase exemsivamente planas ou esf ericas. A razao e de ordem pratica: e mtiito 
mais faciJ fabricar superficies esfericas do que qualquer outra superficie curva: no 
processo de polimenta, uma snperficie esferica concava e outra convexa de mesmo 
raio pennanecem sempre em coiltato quando uma desliza sobre a outra. 

Vamos analisar agora a formacao de imagens por superficies curvas, come- 
cando com um espelho esjfrica concave 

O raio de curvatura do espelho 6 
CV = R ; C e seu centro de curvatura 
e V 0 vertice, em relacao ao qual 
mediremos as distancias (fig. 2.25). 
Consideremos urn ponto objeto P no 
eixo e urn raio PS que forma um Sn- 
gulo Q com o eixo e incide sobre o es- 
pelho em S, com Sngulo de incidencia 
8i , sendo refletido com o mesmo an- 
Fig. 2.25 Espelho esferico concavo gulo e cmzaTK io o eixo em Q. Quere- 

nts relacionar a disiancia QV = q com PV=pe com 0. 




Usando a lei dos seuos noiCSP, vein: 



'i.t z^d.c. 1 9 

No- AS Q P , lemos Z s6p = k- (0 + 2 6 1 ). Logo, 



sen6, sen (9 + 2 9,) 

A partir das (2. L5) e (2.16), e possivel em princfpio climinar Gi c relacionar q 
com p para cada valor de 6 . 0 resulmdo depends de 8 , ou seja, ao contrario de 
urn espelho piano, o espelho esferico nao forma uma imagem perfeita de um objeto 
puntiforme P.- raios incidentes com diferentes inclinafoes 0 cntzam o eixo em pon- 
tos Q diferentes apos a reflexao. Diziaioi que ha uberragdo esferica. 

Entretanto, vamos ver que xe tbrmara uma imagera mtida se iios limitarmos a 
utilizar apenas uma pcqucna abcrtura angular do ospollio (p. ex., diafragmando os 
raios). Isso restringe os raios adrnitidos a raios paraxials, que fbrmam com o eixo 
artgulos 9 (medidos em radiano.s) suficsentemente pequenos para que possarnos em- 
pregar as aprosimacoes: 



) = i + ... = 1 



tg e = e + — + ... 



Essa situacac e geral, para todos os instrumentos dticcs onde se cnipce;4a;ii 
superficies esfericas: forrnam imagens nftidas na aproximagdo paraxial., e gerai- 
mente sao usados nessas condicoes. 

Pai-a um espelho de pequena abertura, 9, tambem sera pequerio, e as (2.15} c 
(2.16) fleam 

p - R _ Qi_ R-q _ 9, _ 6.j / 6 

R " 9 ' ff ~ B + 2 ~ 9, 

e 

Substituindo a prirneira d^.ssa* equacoes na segunda, vem 
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(2.1 S) 



mostrando que, na aproximacao paraxial, a posicao de Q a independente de 6: to- 
dos os raios refletidos paraxials convergent para o mesmo ponto Q, que e a imagem 
de P. 

A distdncia imagem q esta relacionada com a distancia objeto p e com o raio 
de curvatura R do espeiho pela (2. IS). 

A simetria era p e q da (2.18) mostra que, se Q e a imagem de P, P e a 
imagem de Q, o que de.corre (H revemihiiidade dns raios luminosos. 

Se fizermos p «■ fia (2.18), obtemos a imagem de utn ponto objeto iniini 
tamente distante, que pode ser interprefado como um raio paralelo ao euco: 



R 



A imagem e o foco F do espeiho, situado 
a meio caminho entre o vertice e o centra 
(fig. 2.26). Reciprocamente, um objeto no 
foco rem sua imagem no infinite (raio 
paralelo ao eixo). 

A (2.18) pode portanto ser reescrita: 




(2.20) 



onde / chama-se distdncia focal. Esta equacao tern una interpretacao intuitiva 
muito simples. Vemos pela fig. 2.25 que, na aproximacao paraxial, P S = P V, de 
modo que peo raio de curvature da frente de onda associada aos raios divergentes 
que partem de P, quando atingem o espeiho. O inverse do raio de curvatura de uma 
superficie e chamado de curvatura dessa superficie, de forma que \lp e a curvatura 
da frente da onda divergente que atinge o espeiho. ou sua divergencia. 
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O espelho transforma essa onda divergente numa onda convergente. que con- 
verge para a imagem Q, e l/q e a cor-.vergentia icurvatura) dcssa frente refletida. 
O inverse da distancia focal 1/f e o poder de convergencia do espelho. Logo, a 
(2.20) significa que □ poder de convergencia do espelho devc scr suficiente para 
compensar a di\'p.rgp.-ncm da onda incidente e adernais pmduzir a convergencia ne- 
cessaria para a formacao da imagem. 

Uma das principals apiiracoes de um espeiho esferico e aumentar □ 
o laiiiaiilio da imagem. Para calcular esse efeiro. prscUam^s deteiminar a ii 
de um ponto objeto situado fora do eixo de simetria do espelho. 

Um procedimento simples e geral para fazer isso e o tracado de raios, utili- 
?ando as propriedades do foco. 

Consideremos (fig- 2.27) o objeto vertical 
orienlado P~F = y (seta). O raio P'S 
paralelo ao eixo produz um raio refletido 
que passa pelo foco F. O raio P'S' que 
passa pelo centra de curvatura C e nor- 
mal ao espelho, de forma que e refletido 
Fig. 2.27 Tracado de raios wd me sma direcao e em sentido oposto. A 

interseccao Q' desses dois raios e a imagem Q' do ponto P' (tambem podeiiamos ter 
tornado um raio incidente P 7 F passaudo pelo foco, que seria refletido paralelamente 
ao eixo). 

Vemos que a imagem Q Q' — y € invenida ( y' < 0 ) . Os iriaiigulos seme- 
Iharrtes PPT: e Q Q'C dSo: 




. CQ 
PC 



R-q_ 



R 



1 -- 

PS 



Decorre da (2.18) que a expres*;in enfre parents ses no i 
Logo, o aumento lateral m do cipclho C dado por 



cujo valor nega:ivo significa que -■ n:iagein c iavertida. 
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Para moslrar que se trata efetivamente de 
lima imagem do ponto (na aproxima- 
cao paraxial), on seja, que Taios forman- 
do outros angulos com o eixo tambem 
vao cruzar-se em Q', consideremos (fig. 
2.28) o raio PS que forma a imagem em 
Q e um raio P'S, proven ienle de P*, que 
alinge o mesmo ponto S do espelho. 

O angulo de incidencia do raio P'S e 
■0, 4- £ (fig. 2.28). onde 6, 6 o angulo de 
incidencia de PS. Logo, o angulo de re- 
Fia- 2.2B Formacao da imagsir, flexao tambem £ 6, f £. 

Na aproxirnac&o paraxial. PP' se confunde com um areo de circulo de centro 
S e abertura e; logo, no A P P'S, 

PS PV p 

Analogamente, no AQQ'S (na fig. 2.28, os angulos estao exagerados) 
QS QV q 

Identiftcando esses dois resiiltados. obtemos novamente a expressao (2.21) do 
aumento lateral. 




Como o resultado e independente de e, ele mostra que, na aproxirnacao para- 
xial, todos os raios que eraergem de P' produzirao raios refletidos que se cruzam 
em Q', ou seja, Q'ea imagem de P\ 

O espelho piano pode ser pensado como um caso limite de um espelho es- 
ferico com R > >*>. A (2.18) mostra que, nesse caso, q - -p, o que concorda com 
a (2.14): o sinal negative) de q signifies que a imagem e virtual, e a (2_21) da m - 1: 



2-6 Espdhcfcfco 23 



como \imos, para urn espeiho piano, o tamanho da imagem e igual aq do objeto, e 
ela e ereta. 

No caso da fig. 2.27, a imagem 6 real, mna seta luminosa na posicao indicada, 
visivel por um observador cuja vista seja atingida pelos raios refletidos. Para um 
objeto como PP 7 , situado a esquerda do centra C, a imagem 6 menor que o objeto 
c esta entre C e F. Trocando os papeis de imagem e objeto, veinos que um objeto 
eutre C e F tern imagem invertida e aume.ntada, situada a esquerda de C e real. 

Que acontece se o objeto estiver entre F e V? 



Isso signiflca que, p < R /2 e a (2. IS) 
impJica entao ser q < 0 . 
Conforms mostra a fig. 2.29, a imagem 
QQ' 6 entao virtual, mas a (2.21) penna- 
uece valida, com l.q I > p : a imagem e 
ereta e maior que o objeto. 



0 tratamento se estendc facilmente a re- 
flexao por um espeiho canvexo. Deixa- 
rnos ao leitor verificar que se obtem us 
mesinas formulas anteriores, desde que se 
tome o raio de curvatura R como nega- 
tive? (o centro de curvatura C esta a direi- 
l_a_de V). P. ex., conforme mostra a fig. 
2.30. o toco F 6 virtual, e. n distandn focal ennfinn^ sendo/ = R / 2 < Q. 

E importante para evitar erros na resolucao de problemas de otica geometrica 
iiuuur until convencao de sinais bem definida. As convencoes que adotamos aqui 
sao as seguintes: 

1. A luz ineide da esquerda para a direita; a luz rcflelida viaja da direita para 
a esquerda. 

2. As disian:ias objeto e imagem sao medidas de P para V e Q para V, respec- 
tivamente, sertdo positivas (ob'cto c/ou imagem reals"; quando P e/ou Q estao a 
esquerda de V, e virii-.aLi (ne^auvtiij quar.do a direita, 

3. A dtsiilncis focr.j e F V (poiiiiva para F a esquerda de V). 



Q' 




Fig, 2.29 Imagem da um objeto enire F e V 




Fig. 2.30 Espeiho convexo 
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4. O raio tie curvatura 6 C V (positive- para urn espelho c 

5. Distancias verticals sao positivas aciraa do eixo e negativas abaixo. 

2J Superffcia relratera esferica 

Consideremos agora urn par de meios tran spa rentes hoinogeneos, de Indices de 
refracao m e n 2 , separados por uma superffcie esferica convexa. 




Fig. 2.31 Superficie relratora esferica 



As convencoes adotadas agora sao di- 
ferentes, com p, q e R positivos : na si- 
tuacao da fig. 2.31. A lei dos senos, 
apHcada aos tri&igulos SCP p. SCQ, ria 



p + R 



(2.22) 



R = q-R 
sen & sen 9 2 



(2.23) 



onde 9j e Q 2 estao ligados pela lei de Snell, 

7% sen e, = n 2 sen 9 



(2.24) 



Novamente, elimiiiando 6, e 9 3 entre essas retaeoes, 6 possi'vel, cm prinefpio. 
encontrar q em funcao de p para cada valor de 6. Dividindo membro a membro a 
(2.23) pela (2.22), vein 



q - R _ Ff| sen 6 
p + R n 2 seo 6' 



(2.25) 



onde usamos a lei de Snell. 

Mais nma vez, o resulLado depende de 9, exceto para raios paraxiais, aos 
quais vamo-nos limitar, admitindo que, 6, 9i e d 2 sao todos « 1, e usando as 
aproxima^oes (2.1.7). Nesse caso, a fig. 2.31 da, com S~T = h. 



sen 8 tg 0 h J p _ q 
sen 9' tgS' ~ k /q ~ p 



e a (2.25) flea 
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(2.26) 



p + r mm p\ 

E facil niostrar (verifique!;. ij-lk- is.su c.!.:.\ aie a 



(2.27) 



(2.28) 



que independe de 6 e da a relacao objeto-imagem. 




Fig. 2.32 Focos objeto s imagem 



Para urn raio incidente paralelo ao eixo 
(* -»•>), obtemos (fig. 2.32) „m foco 
imagem F, com g - /', 



A imagem se forma no infmito (raio emergente paralelo ao eixo, q > <~ ) 
quaiido □ objeto esia no/oc» F, com ., 

Logo, temos duas distandas frtcais distintas, com 



^i_ + ^_ = % = ("2 ~ "i ) 

P 3 / f R 



(2-31) 



Para calcular o aumento lateral m, podemos usar as propriedades dos focos e 
do raio central (que passa pelo centro C e nao e desviado), jontamente com o cart 
ter paraxial dos raios. 




Fig. 2.33 Aumenio lateral 



Como raios paraxials passam perto do 
verlice V, podemos aproximar a superfi- 
cie do espelho na vizinhatica de V pelo 
piano tangenle ST em V (fig. 2.33). Os 
triangulos semelhantes P'C P e Q'C Q dao 
entao |cf.(2.27)| 



2B 

CP 



£ + p 



(2.32) 



No caso da fig. 2.33, m < 0 e a imagem 6 invertida. 

Sejam x e X~ as distancias do objeto e da imagem respectivamente aos pontos 
focais objeto e imagem, ambas positivas na fig. 2.33, (x = PF ; x" = F'Q ). Os 
triangulos semelhantes FVT eFPP', por am lado, e F'VS e FQQ' , por outro, 
dao entao: 

y = _ y' / = _JL 

} ' V f 

o que da 



« - y ' - / - - 
ai = — -~77 



Comparando os dois resultados, obtemos & formula de Newton 

\xx' = ff' | (2.34) 



As coavencoes de sinais adotadas para a superficie refratora esfeiica sao as 
seguintes: 

1 . Luz incidents da esquerda para a direita. 

2. Distancias objeto positivas a esquerda de V; distancias imagem positivas a 
direita de V; valores negativos correspondem a imagem ou objeto virtuais. 



3. Rajo de curvatura posirivo quando C esta a direita de V (superffcie con- 
vexa), negative para superficie ::0ncava. 

4. Distancias verticals positivas acima do eixo. 

Com essas convencoes, os resultados se generalizam para superficies refra- 
toras concavas (R < 0) e para quaisquer sinais de p e q, corresponded o a uma 
grande variedade de casos possiveis. 



Um caso liroite in teres, same t o de uma interface plana (R —> ™), quaado a 
(2.28) da 



2.8 Lentes delgadas 

Uma lente tem duas superficies refratoras. de raios de cuivatura R] e Ri , res- 
pec civ amen te na ordem em que sao eacontradas pela luz incidents, e com sinais 
definidos pela mesma regra acima (Sec. 2.7). O material da lente tem mdice de 
refracao n 2 , e so vamos considerar a situacao em que os meios de ambos os lados 
da leute sao identicos, com mdice de refracao nj. E facil generalizar. 

Vamos discutir apenas lentes delgadas, em que a espessura maxima da lente e 
muito pequeua em confronto com as demais distancias relevantes (distancias objeto 
e imagem, distancias focais, raios de curvatura). 




(2.35) 




Se « 2 < fti , um objeto P visto em con- 
dicoes paraxials parecerfi estar (fig, 2.34) 
na posicao da imagem virtual Q, mais 
proximo da interface por um fator n,? ■ Se 
o meio J e a agua e 2 o ar, mi = 3 / 4 : 
o fundo dc uma piscina, visto de cima, 
parece memos prof undo por esse fator. £ 
por isso que um lapis mergulhado liuni 
copo com agua parece :i quebrado". 



Fig. 2.34 irsiersce r=frs:ors pisns 
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d, A % 




Fig. 2.35 Lente delgada biconvesa 



Para fixar as ideias, vamos usar urn diagrarna (fig. 2.35) baseado numa lente bicon- 
vexa, em que, pelas convencoes adotadas. temos 

R, > 0 , R 2 < 0 (2.36) 

mas os resultados tern vaiidade geral. A aproximac&o de lente delgada significa que 
podemos rcfeiir as distSncias objeto e imagem ao ponto O (em lugar dos vertices). 

Uma forma possivel de obter a relacao entre p e q seria usar os resultados da 
Secao 2.7, deiei minandu piimeiro a imagem funnada pelf, supeiflcie anterior, qae 6 
real no caso da fig. 2.35, e depois tomando essa imagem como objeto (virtual no 
caso da fig. 2.35!) para a supcrficic posterior da lente, para caleular a imagem final 
por ela proflnyirla (i-f Prnhl ? 14) 

Entretanto, vamos ilustrar a aplicacao de um metodo diferente, baseado no 
Princi'pio de Fermat e na ideia apresentada no final da Sec. 2.3, impondo a con- 
dicao de que o caminho dtico [PAQ], passando pelo topo da lente, tern de ser iguai 
ao caminho otico [POQ], ao longo do eixo, ou seja, a diferenca de caminho otico 
IPAQf - [POQ] deve ser - 0. 

Essa diferenca tern duas componentes. A primeira (ignorando a diferenca entre 
fii e m) 6 devida a diferenca das distdncias percorridas. Com OB 1 AP e 
OD X AQ, a aproximacao de lente delgada e raios paraxials permite tomar 
PB = PO e DQ~ = OQ (a fig. 2.35 esta muito exagerada), de forma que esta 
primeira components 6 n t d\ -t m di. A segunda componente vem da substituicao 



de «i por hi ao longo do trajeto Vi V ; (espessura da lente), e e dada por 
! { n> - ft; ) V, V 2 = + ( h% - «i ) { h t- 4 ) (fig- 2.35). Logo, o Princfpio de Fer- 
mat da 

0 = [PAQ]- [POQ] - n, (d f ■+ d 2 )-(n, - + t,) (2.37) 

No trianguio retangolo AOP r temos, dentro das aproxima^oes feitas, com 
AO = K 

tY = (p + d t f - p 1 = 2pd : + 4 d,=^- (2.38) 



Analogamente, no trianguio AOQ, 

. h 1 



Notaado que Ci Vi = Cr A = Ri , o irianjulo r;-iangiiio A 0 Ci da 



Analogamente, lembrando que < 0 , o trianguio A O C 2 da 



Substituindo as (2.3S) a (2.4J) na (2.37), • 



(2.40) 



(2.41) 







2 y> W 


- I J 2 l« fij 



o que da, dividindo por n, e usando a (2.9). 



que e a equacao basica das lentes delgadas, na. forma gaussiana (obtida pelo ma- 
tematico Karl Friedrich Gauss). 0 resultado so depende do fadice dc refracao rela- 
tivo Mn = n 2 / m - A distancia focal objeto / (valor de p para q -> ») e igual a 
distancia focal imagem /' (valor de q para p -H> °° >, por termos tornado indices de 
refracao m idSnticos dos dois lados da lente. 

Para calcular o aumenio lateral m, podcmos usar as propricdades dos focos 
para tracar os raios, de forma analoga ao que foi feito na See. 2.7. 



P' s 




Fig. 2.36 Aumenio lateral 



Para a lente biconvesa, em que ambos os focos s 
semeJhanca dos triangiilos PP'O e Q Q'O, 



, a fig. 2.36 da, por 



m — ' ■ - - 



(2.43) 



e. indicando novamente por x e x as distancias FFeF'Q do objeto e da imagem 
aos respectivos/oens. 



o que implica [cf. (2.34)] 
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(2.45) 



resultado devido a Newton, que e a forma newtoniana da equacao das lentes del- 
gadas fcf.(2.34)]. 



p 




s I 




Pi *^ 






















Fig. 2.37 


Planas foe 


3 is objeto a imagem 



Uma conseqiiencia importante da (2.45) e 
que, para j - > 0, results x.' —> <*>, e 
x' — J 0 implica r > <». A fig. 2.37 
mostra a interpretacao desses resnlrados, 
em termos do piano focal objeto piano 
O' J_ ao eix-d que passa por F, e do corres- 
pondents piano focal imagem . a ima- 
gem de urn ponto f do piano JFesta no 
«, na direcao SQ 7 //FO(FO = OP). 



Analogamente, um taio proveniente do «> nnma direcao P-, A (nao // ao eixo) 
tem Kua imagem Q f num ponto do piano focal Para encontrar esse ponto basta 
tracar o raio P 2 0 // Pi A, que nao e desviado: sua interseccao com o piano da 
a imagem Qi { = Q 2 ),-a_tnesma para qualquer raio incidents na mesma direcao 
(feixe de raios paialelos). 



Convergentes 



Divergentes 



(a) (bl (o) 
Fig 2.3E Ciassific 



(8) 0) 



icacao das lentes: fa) Bicorwexa; 
(D) Plane-convex a; (c) Menisco positive; 
(d) Biconceva: fe) Plano-concava; 
(f) Menisco negative 



A fig. 2.38 mostra varios tipos de len- 
tes, conforme os smais e valores rela- 
trvos dos raios R t e R 2 . As lentes 
mais espessas no centra do que nas 
extremidades sao convergentes; em ca- 
so contrario, sao divergentes, como 
decorre imediatamente do Princfpio de 
lermoL 



Ja vimos que, quando admitimos raios nao -paraxials, um objeto puntiforme 
nao dara origem a uma imagem puntiforme. e sim a uma mancha mcnos nitida. 
Esse efeito, para pontos no eixo, e a aberracao esferica, parte de um conjunto de 
aberracoes que prejudicam a nitidez da imagem, Ha varias outras que aparecem 
para pontos fora do eixo. 

Alem disso, as posicoes das imagens nos resuitados obtidos acima dependent 
dos indices de refracao, que variam com a cor (comprimento de onda). Se a luz 
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incidente e branca, formam-se imagens em pontos diferentes para as diferentes co- 
re^ que a coiiipocm, o que constitu: a abermcao cromdtica. 

Varios artificios sao empregados para compensar ou reduzir essas aberracoes: 
lentes compostas (si stem a de Lentes com o mesmo eixo), ccmbinacoes de materials 
diferentes, etc. 




Fig. 2.39 Olho humano 



2=^ i^@€#es sebre Instrument©* 6fta»s 

O olho humano (fig. 2.39) contem, 
imersas era fluidos transpaTente.s eom 
fndice de refracao aproximadamente 
igual ao da agua, uma "lente" fiXa, a 
cornea (C), formada de material duro 
e transparente, e outra flexfvcl, o cris- 
talino (L), que pode ser comprimida 
ou distendida (mfidando sen foco) pelo 
musculo ciliar (M) (Este processo 
cbarr.a-sc acomodogao) . A 'ri;; (T) c 
urn diafragma cuja abertura, a pupila, 
se contrai ou dilata conforme a intensidade da iluminacao. Num olho norma!, luz 
incidents par:dela e foca.izada num ponto ¥' da retina (fundo de olho) (R). Nesta 
cs:ao as cclula;.; (cones c bastonetes) que transmitem sinais ao nervo otico (N), o 
qual esta ligadu ao ctrcbio. Para uma pessoa mi ope (hi per met rope), F' cai antes 
(depois) da retina, o que se corrige usando lentes divergentes (convergentes). 

Ha uma pequena regiac da retina, a. fovea, onde a acuidade visual e maxima, e 
geralmente procuramos girar os globos oculares para que a imagem do objeto que 
queremos "olhar" caia sobre ela. 

A acomodacdo do cristaiino, mudando sua distaficia focal, permite que urn 
olho normal de uma pessoa jovem possa ver com nitidez desde uma distancia muito 
grande ("°=") ate urn ponto proximo, localizado a cerca de 15 cm do olho. A distan- 
cia 4> em que a visao e mais m'rida e de ~ 25 cm. Ambos variam com a idade; 
tomaremos d 0 = 25 cm. 

Para examinar um pequeno objeto, procuramos traze-lo o mais perto possivel 
dos olhos, a fim de que a imagem na retina seja a maior possivel, mas, para que ela 
permaneca nflida, nao podemos vir mais perto do que o ponto proximo. O tamanho 
da imagem na retina e proporcional ao dngulo visual, o anguio subtendido no olho 
pelo tamanho y do objeto. 
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v_f 1. 3^*JH-_^— -jj> Ptia a visao "a olho nil" 

" " (fig. 2.40] e da ordem de 

Fig. 2.45 Angulo visual 



esse Sngulo 



onde J 0 e a distancia de visao mais m'tida (do ~ 25 cm) e supusemos y « do .. de 
forma que tg On 9a. 

Se usarmos ffig. 2.4i) urna Jwpei (lente de 
aumento), a lente convergeme L, com o 
olho proximo deLeo objeto no piano 
focal ,¥ de L, a "imagem" (virtual) sub- 
lendera um angulo 6 (raios paralelos) 
dado pot 

6 = y / / (2.47) 

oil seja, o aumento angular produzido (que e tambem o aumento da imagem na 
retina) € 













~ 7 



(2,18) 



|A vantagem de coiocar o objeto no piano focal e que o olho normal, quando re- 
laxado, pennanece foealizado no » ]. Convent portanto usar uma lente L de distan- 
cia focal f s. menor possfvel. Corao as aberracoes aumentam quando/ diminui, isto 
limita o aumento maximo da lupa a valores menores que 10. Valores tipicos sao da 
ordem de 3. 

Para obter aumentos maiores, podemos usar um microscopies composto, ctija 
Forma esquemaiica mais simples esta" ilustrada na fig. 2.42. 
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O objeto, de tamanho y, e colocado perto do foco objeto Fi de urna lente de 
pequena distancia focal /, , a objetiva, de forma a produzir, como na (2.44), uma 
imagem real invertida de tamanho y' a distancia ^ do foco imagem Fi da objetiva. 
O aumento linear, dado pela (2.44), 



e grande, porque x « f, (o objeto e colocado perto de F\ )- 

A imagem / passa a funcionar como Objeto real para outra lente, a ocular 
(fig. 2.42), cuja funcao c aumcntar scu Sngido visual, funcionando como lupa. Se 
y e projetado no piano focal da ocular, de distancia focal . o aumento angular 
produzido pela ocular 6 dado pela (2.48): 




(2.50) 



e o aumento total do microscopic composto e o praduto dos dois, ou seja, e dado 
por 



~f,A 



Na pratica, tanto a objetiva como a ocular sao lentes composfas, bastante com- 
plicadas, projetadas de forma a minimizar as aberracOes. 




Fig. 2.43 Teiescopio refraior 
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A finalidade do telescopio refrator mais simples, iiustrado na fig. 2.43, e 
aumentar o angulo visual, e por conseguinte a imagem observade, de objetos muito 
distantes (distancias astronomic as). 

A objetiva do telescopio recebe raios praticamente paralelos do objeto, focali- 
zando-os em seu piano focal imagem .¥ . Raios vindos do objeto dentro de urn cone 
de direcoes de abertura 6 produzem a imagem real A'B' no piano focal .¥ , que 
tambem subtende um angulo 0 vista da objetiva; pela aproximacao paraxial. 



9 = y' / f (2.52) 

onde V € o tamanho A'B' da imagem e/a distancia focal da objetiva. 

A posicao da ocular e escolhida de tal forma que .j? tambem coincide com seu 
piano focal objeto, como no caso da lupa, de forma que o angulo subtendido pela 
imagem final de A' B' e dado pela (2.47): 

6' = / / f C2.53) 

onde /' e a distancia focal da ocuJar. 

Decoire das (2.52) e (2.53) que o aumento angular do telescopio e 



a razao da distancia focal da objetiva para a distancia focal da ocular (geralmente 
(/ »/'). A imagem, nesse caso, e inveriida, mas podem-se empregar di versos 
dispositivos para obter uma imagem ereta. 

Os lelcsuupios de ubsci vanji ius asliuiiOmitus sao usuttlsiicntc icftKluies. \ju\i> € 
mais facil fabricar espelhos de grande diametro do que lentes de boa qualidade 
(veremos mais adiante as vantagens dc uma objetiva de grande diametro); alem 
clisso, a aberracao cromatica 6 eliminada. 

2.1® Propagcsfao num moio inomog^n«e 

Ate agora consideramos apenas a pruptgacao de raios luminosos em meios 
homogeneos e os efeitos de reflexao e refracf.o na interlace entre dois meios ho- 
mogeneos diferentes. Que acontecs num meio inomogeneo, cujo indice de refiacao 
varia continuamente de um ponto a outro? [n — n ( x ) ] 
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Um exemplo de um tal meio e a atmosfera. 0 mdice de refracao de urn g; 
aumenta com a densidade. Assim, na atmosfera terrestre, ele 6 mais elevado i 
vizinhanca da superffcie da Terra do que a grandes altitudes — numa eseala i 
dezenas de quilometros. 




Para ver o que acoutece no caso mais simples em que n varia apenas numa 
direcao : que tomamos como sendo z. podemos substituir a variaeao contfnua de n 
por nma "escada" [fig. 2.44(a)], ou seja, por um meio estratificado, em que n varia 
apenas de camada para camada: no Iimite em que a espessnra das; camadas -> 0 , 
reproduzimos a variacao contfnua. 

Aplicando a lei da refracao a cada interface, terfamos [fig. 2.44(b)] 



... = n- sen 6, - n 2 sen 6 2 = n, sen 9, 
ou seja, o angulo 9 entre o raio e a direcao z vai variando, e no limite podemos 



(2.55) 



que leva a uma variacao contfnua de 8 com n: num meio inomogineo, os raids 
luminosos sao curvos. Se « decresce de baixo para cima, eles se encurvam como na 
fig. 2.44(b); se a cresce [como na fig. 2.44(a)] , a curvatura seria c 
oposto, aproximando-se da normal. 
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Fig. 2.4-5 Posi^ao aparente de 

chega, "vendo" a estrela n 
real. 



A situacao em que n decresce com a alti- 
tude ocorre, na esc f: la asironoinica. coin a 
atraosfera terrestre, como vinios. Assim, 
os raios luminosos provenientes de uma 
estrela proxima do horizonte sao desvia- 
dos de = 0,5° durante a penetraeSo na at- 
mosfera (fig. 2.45). Corao estamos acos- 
tumados com a propagacao retilfnea, ex- 
estrela trapolamos a direcao em que a luz nos 
posicSo aparente 0,5° mais elevada do que a posicao 



Como o diametro angular aparente do Sol visto da Terra e = 0,5" , "vemos" o 
Sol, pela mesma razao, com sen diseo'logo acirna do horizonte, quando nasce ou se 
poc; 6 quardo els es!i, justaiLieiiLe, logo abaixo do horizorite. 



Num. dia muito quente, em que camadas 
de ar junto do asfalto estao mais quentes 
do que as que ficam acima, n cresce com 
a altitude e os raios se encurvam em sen- 
tido oposto, fazendo-nos ver simul- 
tanearciente (fig. 2.46) luz vinda dire- 
tamente de um carro e luz "refletida" pelo asfalto, como se ele fosse a superffcie 
de um lago. Essa e tambem a origem das miragens num deserto. 



Fig. 2,45 Miragem 




Fig. 2.47 Vetores uniiarios 



Dado n como funcao da posicao, pode- 
mos generalizar a (2.55) estratificando o 
meio atraves de superficies n — cons- 
tante, com valores prdximos nmas das 
otitras. O fingulo 0 t entao o angulo entre 
a direcao u do raio (n = vetor unitario da 
tangentc ao raio) e a direcao de N , vetor 
unitario da normal a superffcie n = cons- 
tante, e a fig. 2.47 da 



fi T 
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onde T 6 um vetor imitario [no piano de inridencia ( N ,u)] tangenle a superffcie 
ii = constants. A generaiizacao da (2.55) e entao 

A (n u) ■ T = 0 J (A - variaeao ao iongo do raio) (2.56) 

Partindo de um ponto inicial P 0 e de uma direcao inicial do raio uo , podcmos entao 
ir tracando a trajetoria do raio no meio, com o auxfiio da (2.56). 

Vamos ver que e possfvei obier uma equagao diferencial para o raio, tomando 
coma parametro o area de curva s descrito ao longo do raio (compri mento do arco) 
a partir de uma dada origem. A equacao da curva, x = x(s), chama-se equacao 




= d S ) (2.57) 



(2.58) 



e diferenciamos ambos os membms, obtendo 



ii) ]..- d (n u) = « d n { O - d (a fi) = 4 « 

.Sp. flfi p. a variaeao de n para inn deslocamento dx ao longo do raio. iemos. 
pela definicao do gradienie, 

d n - grad n d x = grad n J.v - u gradn s 



Numa supeif fcie de desamiinuidade ;!!Lro dub mdos 1 c 2, tenuis 

4 (n u) = «, d 2 - n, a, 
e a (2.56) e equivalcntc a lei de SneU, pois T ■ %= sen Bj Q = 1 T 2) 
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e, substiiuindc na eqiiaciao acima : rem 



u ■ — * — 1 - u ■ grad n 



0 vetor grad /; 6, corno sabemos, perpendicular as superficies n = e 
ou seja, e // 3N (fig. 2.47). Mas o mesmo vale para d (n u) / ift, pois r pela (2.56), 
huso pode mudar ao longo de N (nao muda na direcao tangencial f ). Logo, 
decompondo u nas direcces N e T , vemos que a (2.59) equivale a 



(2.60) 



: charna de cqttacao difercnc'al Jos raias. 



/ 

Em particular, num meiu noiro^c:iro. unde ?i - jonsuuue ( .'. gradir - 0), a 
(2.60) fica 

7^ = ° < 2 -<"> 



cuja sokicao geral e 

x = a s -r b 

onde a e b Sao vetorcs constantes: 

a - H,- ('dr-ecafi Inieial da raio) 
[b = Xy (posi^au initial) 



(2.62) 



Recuperamos assim a propaganda retiltnea num meio homogeneo. 

2.11 & analogic otico-mecaniees 

Em 1831, William Rowan Hamilton dcscobriu lima aiialogia extremamente bo- 
aita entre a otica geometrica e a mecamca c'assica, i ; o: com base nessa analogia 
qae ele reformulou as Ids da mecai.ica clf.ssua esn termos das equapdei c/e Hamilton, 



que sao discptidas em cursos de mecanica analftica; a equacdo de Hamilton- Jacobi, 
geralmeute aprcsentada nesses cursos de forma muito abstrata, tern uma inlerpre- 
tacao ffsica muito simples e intuittva quando formulada em termos dessa anaiogia. 

A anaiogia compara a trajetoria segundo a otica geometrica de urn raio lumi- 
boso mim meio inomogeneo, de fndice de refracao n ( x ) , com a trajetoria de uma 
partfcula num campo de forcas conservativas, de acordo torn as leis da mecanica 
ciassica. A motivacao eslava relacionada com a teoria corpuscular da luz; ja vimos, 
p. ex., na interpretacao corpuscular da reflexao e da refracao. Que OS desvios da 
direcao de propagacao nestes casos sao atribuidos a forcas que atuam sobre os 
corptisculos na interface entre dols meios. 

Num meio otico inomogeneo, como vimos, a trajetoria de urn raio lummoso 
fica dctcrminada quando damos sua posicao mid a! So e sua direcao inicial, de- 
finida pelo vetor unitario Ho, tangente ao raio em x 0 - Na mecanica classics, para 
uma panic ula de niassa m nam campo de forcas conservative em que a energia 
potencial e V ( x ), nao basta dar Xo e a direcao inicial Uo do movimento: e preciso 
dar a velocidade inicial Yo = i>o uu, que contem, como informacao adicional, a mag- 
nitude vo da velocidade. 

Eutretanto. se a energia total E da partfcula for fixada, vo fica totalmente dc- 
terminada peia posicao inicial xp. Com efeito, a conservagao da energia da 



onde p = m v e 



linear da partfcula. A (2.63) da entao 



ou seja. a magnitude v 0 da velocidade em cada ponto x 0 fica inteiramente determi- 
nada para E dado; so resta arbitrar a direcao uncial no da trajetoria, como no caso 
dos raios luminosos. 

Temos entao, em cada ponto s, urn valor bent definido da magnitude p ( x ) do 
momcnto linear de uma partfcula que passe por esse ponto: 



,(,)=,»(,)=ji4-f(.)] 



(2.65) 
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Seja x - x ( j ) a equacao paraniemca de lima trajetdria, em func3o do arco de 
curva s ao longo da trajetoria. Se s - j ( f ) e a lei horaria do movimento ao longo 
da trajetoria, temos entao ds/dt = v. e 



■266. 



onde u, vetor unitario na dire$ao da velocidade, 6 tangente a trajetoria. 
Para detenninar a trajetoria, apiicamos a 2* lei de Newton: 



dp dp ds rfp d\ d{ dx) 

= ^ = = my = „ p (2.68) 

at as a t as d s ds\ as) 

em que foi tisada a (2.66). 

Per outro lado, a (2,65) da, pela regra da cadeia, 

gradp = 4t7 P** v = -kft** \ E ~ V ( S )\ "VadV = -- gradV (2.69) 
dV 2 1 '] p 



:: - grad V = — grad p = v grad p (2.70) 

Substituindo a (2.68) e a (2.70) na (2.67), obtemos finalmente a equagao dife- 
cial das trajetorias: 



que tern exatamente a mesma forma que a equacao differencial dos raios na otica 
geometrica, com n ( x ) subslitm'do por p ( x ) [cf.(2.60)]. Como w ( x ) 6 urn ntimero 
(adirnensional), para completar a analogia basta dividir os dois membros da (2.71) 
pela cons'tante 
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Pa =-fimE (2.72) 
que e o momento de uma particula livre de energia E, definindo: 



n W = - = Jl 7- 



que 6 reaL para E > V(x) (regiao acessfvel ao movimento). 
A(2.71)da-entao 

-fL W ^L] = gra ,„ (2.74) 

que e exaiamente a equagau difereneial dos raios, (2.60). 

Logo, a trajetaria cldssica de. uma parricula de energia E num campo de. 
forgas de energia potential V (s) e identica a trajetaria de ion raio luminoso num 
meio inomogeneo de indice de refracao dado pela (2.73), de ucordo com as leis da 
ulica geomeiiicu. Essa 6 unalogia dtico-mecanica descoberta por Hamilton. 

Exemplo: Consideremos o movimento de uma partlcuia no campo gravi- 
tacional uniforme proximo a superficie da Terra, para o qnal 

V(z)=mgz 

tomando origem no solo (z = 0). Seja 

E = m g h 

[h = altura maxima aiinglvel pela particula). Tbmos entao, pela (2.73), 



que diminui quando z aumenta, como na fig. 2.44(b). 

Se tomarmos a origem como ponto inicial da trajetoria, com no piano (x,z), 

e 

£i n = (a 0 , p 0 ) (a Q , fJ 0 = ,o Seii[>s duwora) 



a trajetoria permaoece tiesse piano, e a componente x da (2.74) fica 



d ( d x\ dn \ d x ( d x\ 

ds { ds) djc ds {_ ds) 0 

onde, para, x = z = 0, { d x / d s h = m. : = Oo , e b ( z - 0 ) - 1 - Logo 




Como (4i) 2 + {dzf = (f/.v)' , isto da 



** 1 U.J 

onde o sinal decorre de (dz/ ds)a = ua- = (in . 

Dividindo membro a membro uma dessas relacoes pela outra, vein 




Integrando arabos os membros entre (0,0) e (x,z), vem 
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cqnarao da parabola {fig. 2.49) que passa pela origem, com direcao inicial 
Ho = ( H6 , po ) no piano (x,z), que e a trajetdria prevista pela mecajiica cliissica para 
a veiocidade inicial voUn = i 2E/m (Oo.po) (verifique!). 

Lima das aplicac.oe3 importantes da analogia otico-mecanica e a i>n*co eletrd- 
nica, ou, mais geralmeme, a 6tica de feixes de partfculas. Trata-se de manipular um 
feixe de partfculas, tratado pela mecanica classica, como se fosse um feixe de luz 
na aproximacao de dtica geometries, usando campos de forcas para desviar ou fo- 
calizar o feixe, coiistruiriuo elementos analogos a espelhos, prismas, lentes, etc.. 

No caso dos eletrons, por exemplo, podem ser usados campos eletrostaticus 
para esse fim. Um campo eletrico uoiforine entre placas paralelas, que produz uma 
trajetdria parabolica, como vimos no exemplo aciraa, e usado para desviar um feixe 
de eletrons, funcionando como um prisma na otica. Isso se Tat iiuiii Lubu de 115- 
ciloscopio on de TV, por exemplo. 



trdnico, que permits obter aumentos muito mais elevados do que um microsedpio 
otico, por razdes que serao discutidas mais adiante (Sec. 4.8). 

Existern tambem lentes magniticas para partfculas carregadas. A focalizacao 
desempenha um papel importante para os feixes de aceleradores de partfculas. 

A analogia otica-mecanica tambem teve um papel fundamental na formulacao 
da mecanica quantica, conforme veremos. 

Observagdes: 

Na dtica geometrica, como vimos, o caminho otico entre dois pontos P 0 e P, e 
estacionario, on seja, 




que aponta para o eixo, exercendo um 
efeito de focalizacao. Lentes analogas a 
essa sao empregadas no microsedpio ele- 



Um exemplo de rrrna lente eletrostdticu 
(fig. 2.50) e um&-placa com um pequeno 
oriffcio circular, com uma diferenca de 
potencial em relacao a outra placa dis- 
tanle. As superficies equipotenciais (fig. 
2.50} formam protuberancias para fora do 
oriffcio, e a forca F sobre um eletron 
num ponto P tern uma components radial 



Fig, 2.50 Lente eletrostatica; l.f. = linha de forca 
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Pela analogia otico-mecanica. o analogo dessa propriedade para trajetorias na 
mecanica classica 6: 

Principle de Maupertuis: 8 pds = 0 



Lima vez obiida a trajeturia. a lei horaria sobre ela resulta da relacao 




; basta integrar 



PROBLEMAS 



1. O angulo de ineidencia 9i para o qual o raio refletido 6 perpendicular ao 
raio refratado chama-sc angulo etc Brewster. <a) Obtcnha o angulo de Brewster 
6i « em funcao do mdice de refracao relativo nn do meio 2 em relacao ao meiu 1 ; 
(b) Calcule 9 !B para as seguintes interfaces: ar/agua: ar/vidro comum. 

2. Num galvanometro sensivel, a dcflexSo do fio de torcao produzida pcio 
campo magnetico da corrente e medida pela deflexao de urn feixe de luz refletido 
por um pequeno espelho piano preso ao fit). Se o espelho gira de urn angulo 0, de 
quanto gira o feixe de luz refletido? 

3- Quantas imagens de uma fonte puntiforme situada entre dois espeihos que 
formam entre si um angulo 6 - 90" sao produzidas? E se 0 for - 120"? Generalize 
para 9 - 2%/n, com n ititeiro. 

4. Uma pessoa tem 1.75 m de altura, e a distancia de seus olhos ao solo e de 
1,60 m. Para que ela possa ver a sua imagem completa num espelho piano de porta 
de armaxio: (a) qual deve scr a a altura minima do espelho? (b) a que distancia do 
chao deve estar a borda inferior do espelho? 
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5. Uma. lamina tie vidro de faces planus paralelas tem um indice de refracao 
n e espessura h. Um raio de \uz incide sobre e!a com angulo de incidencia 81. 
Mostre que o raio trar.smilido atraves da lamina e paralelo ao raio incidente. A 
distancia perpendicular d entre o raio iransmitido e o prolongamemo do raio inci- 
dente chama-se desvio lateral. Calcule d em Jung ao de n, h e Bi- 



6. Considere um prisma de angulo de 
aberrura a e um raio incidente sobre uma 
face com angulo de incidencia Qf. seja n 
o indice de refracao do prisma. Chama-se 
desvio § o angulo entre as direcoes do 
raio emergente e do raio incidence (fig-). 
Mostre que, para pequcnos angulos de 
abeitura (a « 1) e pequcnos angulos dc 
incidencia (6, « I), o desvio e independent de 9i e e dado por 8 = (n - 1) a. 




7. Relacione 5 no Probl. 6 com n e 6; no caso geral (sem supor tteft pe- 
juenos), e mostre que 8 e minima quando o angulo de gmergencia 9'i (fig. acima) 
; igual a 9|. Mostre que, quando isso acontece, vale a relacao 



onde 5 e o angulo de desvio mmimo. 
precisas do indice de refracao n. 




Essa relacao i empregada para medicoes 



8. Quando um raio de sol penetra numa 
gota de agua, ele sofre reflexoes mul- 
tiplas interna* <LConip^ijhudas de trans- 
missoes parciais para fora. Considere 
um raio ABCDE que sofre uma liniea 
refiexao interna antes de ernergir da 
gota (fig.)- C a ) Mostre que o desvio 6 
do raio emergente DE cm reiacao a di- 
recao de incidencia AB e dado por 
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= re + 2 9, - 4 9. 



onde 02 e o angulo de refracao as.sociado ao angulo de incidencia 0! (Irate a gota 
como uma esfera de mdice de refracao n). 0 arco iris primario se forma quando o 
dcsvio 9 e minima, (b) Mostre que isso acontece para urn angulo de incidencia 
fa it tal que 



(c) Calcule o angulo 9 correspondent e (angulo do arco-fris primario.: para luz arna- 
rela. 



10- Repita a deducao vista na Sec. 2.6 para um espelho esferico convexo, 
mostrando que se obtem a mesma relacao distancio imagem (2.1 8), mas com R < 0, 
Mostre que a expressao (2.21) do aumento lateral tambem peimanece valida nesse 
caso. 

11. Para um espelho esferico, tambem podemos tomar a origem no foco t, 
em lugar do vertice do espelho. Sejam PF - x e QF = x 1 as distancias objeto e 
imagem, respectivamente, referidas ao foco. Demonstre a formula de Newton 
x-x' =f 2 [cf. (2.34)]. 

12. Justifique os segutnfes metodos rapidos para delerminar se um espelho 
esferico e concavo ou convexo: (a) Olhando para a propria imagem desde urn ponto 
proximo ao espelho: se a imagem e aumeritada, o espelho e cdncavo; se e dimi- 
nm'da, e convexo. (b) Olhando de uma grande distancia: se a imagem e invert ida, o 
espelho e concavo; se e ereta, e convexo. 





9. No modelo simplificado de fibra otica 
Jj.^cLiido iii. Sec. 2,4 (uilindi/u circular de 
vidro), calcule □ angulo de incidencia 6 
maximo na face de entrada (fig.) para o 
qual a luz sera guiada dentro da fibra por 
reflexSes totais sucessiva-;, am funcao do 
fndice de refracao n da fibra. 
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13. Repita a deducao da Sec. 2.7 para uma superffcie refratora esferica con- 
cava, mostrando que l (2.23) permanece valida (com < 0), bcm como a ultima 
expressao na (2,32) para o aumento lateral. 

14. A partir da (2.20), trace um grafico de (q/f) em funcao de (p/f), to- 
mando para (p/f) os pontos ±0,5, ± 1,0, ± 1,5, ±2,0 e ±3,0. Para cada um desses 
pontes calcule o aumento lateral. Interprete os resultados em termos de objetos 
reins cu virjuais. imagens rcais/viriuais, crctas ou invertidas, para cada um dos pon- 
tos acima, fazendo o tragado de raios correspondent^ (a) para um espelho concavo; 
(b) para um espelho convexo. 

15. O diametro medio da Lua e =3,48 x 10 3 km e a distancia Terra-Lua 6 
= 3,82 X 10' 1 km. Se empregarmos urn telescopio refletor esferico de 5 m de dia- 
metro para observar a Lua, qua) sera o diametro -da. imagem da Lua vista pelo 
telescopio? 

16. Deduza a equacao (2.42) para uma lente delgada construindo a imagem 
por duas refracoes sucessivas, nas superficies esfericas dianteira e traseira da 
lente. 

17. Deseja-se projeiar am espelho de roalete concavo que aumente a imagem 
2 vezes, para jovens de visao normal, com distancia de visao mais nitida 
di - 25 cm. (a) Qual deve ser o raio de curvatura? (b) Qual e a distancia ideal de 
uso? 

18. Um espelho estenco fern distance local j. Ache duas posicoes de um 
objeto para as quais o tamanho da imagem e A vezes maior que o tamanho do 
objeto. Discuta todos os casos pessi'veis. conforme a espelho seja concavo ou con- 
vexo e a imagem (objeto) seja real oa virtual; em cada caso, desenhe o tracado de 
raios mostrando as posicoes dc objeto e imagem em relacau ao \erlice e ao foco do 
espelho. 

19. O raio de curvatura dc uma lente plano-concava de vidro (n = 1,5) 6 dc 
0,5 m. Calcule sua distancia focal (a) no ar; (b) quando imersa num Ifqtiido 
(S 2 C ) de mdice de refracao absoiuto 1,63. Comeate o resultado. 
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20. Sem fazer a aproximacao paraxial, calcule a distancia q da "imagem" pro- 
duzida por rana superffcie rsfratora esferica convcxa de raio de curvatura R para 
urn raio incidente paralsln ao eixo, em furicao do mdice de refracao relative n i2 e 
do angulo de incidencia 9i. Mosire que o resultado depende de- 6i, mas, na aproxi- 
macao paraxial, reduz-se a distancia focal imagem, independent de 8i. 

21. Lima lente de.lgada convergetite de diftancia focai f 6 colocada entre am 
objeto e um anteparo fixos, a uma distancia d > 4f urn do outro. Desloca-se a lente 
ate que ela forme uma imagem m'lida do objeto no ameparo. (aj Mosire que exis- 
tem duas posicoes diferentes da iente para as quais isso acoiitece. (b) Sejara / e 
y" os tanianhos da imagem corres ponds ntes a essas duas posieoes: Demonstre que 
o tamanho do objeto e a media geometries de yt e /'. 

22. Demonstre que a distancia focal de uma lente delgada biconvexa pode ser 
expressa em funcao do diametro D da lente, de sua espessuia t e do seu mdice de 
refracao n i2 relativo ao meio. 

23. Obtenha a equacao das lentes delgadas para uma lente de indiee de re- 
fracao «2 situada entre dois meios de indices n\ e n~„ Vetifique que o resultado se 
redu2 ao que tbi obtido, quando /i, = n : ,. 

24. Chama-se potencia P de uma lente, a in verso de sua distancia focal/ (se 
/for medida em m, P se mede em diopirias). Considere duas lentes delgadas de 
potencies Pi e P 2 em contato uma com a outra. Mostre que equivalem a uma unica 
lente de potencia P = P t +■ P 2 {soma algebrica). 

25. Se dermos urn pequeno deslocamenio Ap a posicao de um objeto, ao 
longo do eixo de uma lente delgada, a imagem desse objeto se desloca de Aq. A 
razao A q / A p chama-se aumento longitudinal. Demonstre que 



A q / A p = -tn 



onde m e o aumento lateral: podemos considerar A q como a imagem de um pe- 
queno objeto situado ao longo do eixo. Se esse objeto e uma seta, a imagem aponta 
no mesmo sentido ou em sentido oposto? 
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26. 0 mdice de refracao de am mcio inomogti.eo. em fuiicao da altitude z, e 
dado por n - m + n'z , onde n u e n' sao cosstantes. Dm raio luminoso no piano U 
z) parte da origem numa direcao de cosenos diretores { a u , p 0 ). Obtenha a equacao 
da trajctoria desse raio. 

27. Uma ester* Li'imsparenie de fndice de 
. a refracao n, espelhada numa calota AB da 




sua superffcie, com centro em C (fig.), e 
usada como relro-rejleior. qualquer raio 
I paralelo ao eixo CD e paraxial (proxi- 
mo ao eixo) e refletido em C e volta em 
sentido in verso (raio 2, fig.) 



Calcule o indice n. 

28. Uma lento delgada biconvexa tern distancia focal/, (a) Demonstre que a 
distancia minima entre urn objeto e sua imagem real c igual a 4f. Para que distan- 
cia p do objeto a lente esse irrmimo e atmgido? (b) Qual e o aumeitto lateral na 
situaeao do mmimo? (c) Desenhe o tracado dc raios correspondente a situaeao do 
mmimo, tomando como objeto uma seta perpendicular ao eixo. 



3 

INTERFERENCE 



3.1 Ifiierferencia si© ©ussfisss 

Urn experimento fundamental para demonstrar a natureza ondulatdria da luz 
foi realizado era 1 SO 1 por Thomas Young. Young, form ado em rnecicina. dea con- 
tribuicoes fundamentals a leoria da elasticidade (modulo de Young), a anatomia 
(mccanismo da acomodacao no olho) e a egiptologia (ajudou a de.'ifrar a pedra de 
Rosela), alem das suas contribuicdes a otica. 

Um efeito caracteristicamente ondulatorio, cncontiado quar.cc ondas se super- 
poem, e o efeito de inierffirpiir.i.a,. que js discuiimoK para ondas sonoras {Fis.B&s. 2, 
cap. 6). Foi Young quein primeiro chamou a atencao para esse efeito, dando o 
exemplo de dois conjuntos de ondas na agua que chegam juntos a um canal estrei- 
to, observando: "se entrarem no canal de tal forma que as elevacoes de um coin- 
cidem com as do outro, produzirao como resultado elevacoes maiores, mas se as 
eievacoes de am coincidem com as depressoes do outro, preencherao exatamente 
essas depressoes, e a superficie da agua permanecera em repouso. Afirmo agora 
que resultado^ seiiielhanici ocorrem quando duas porc5es de luz se juntam, e 6 o 
que chamo a lei geral da 'mier'.ere-ncici da luz". 




P 



Para demonstrar esse efeito, Young usou 
uma fonte puntiforme de luz F (fig_ 3.1) 
para iluminar am anteparo opaco -A onde 
havia dois buraquitilios de alfinete Pi e P 2 
muito proximos entre si, e observou o re- 
sultado sobre outro anteparo fD, cada pon- 



Fig. 3.1 Experimento de Young 



to P do qual e atingido por dois camirmos 
difercntes 1 (FTP) e 2 (PTP) . Em lugar 
do resultado ser a soma das iSuminacoes 
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dos dois orificios, aparcciam f ran j sis brilhantes e escuras, as franjcs de interferen- 
ciii. 

Para analisar efcitos corno esse, precisamos de uma representacao do sinal lti- 
minoso. Vimos no curso de eletromagnetismo que a luz e uma onda eietromag- 
netica, descrita atraves dos campos E e B. Entretaato, para entender os efeitos de 
interferencia e difracao da luz, nao € necessario, aa maior parte dos casos, levar em 
conrii n sex carafcr varorisl. Simplifies muito o tratamento empregar, coma fare- 
mos, uma funcao de onda escalar E(x.t), que poderia ser pensada como um ana- 
logo escalar do campo eletrico da onda. Discutiremos a otica eletromagnetica no 
Cap. 5. 

As experiencias de interferencia mais simples sao feitas com luz monocromd- 
tica (p. ex., luz amareia de vapor de fiodic), correspondent^ a uma frcqucncia an- 
gular de oscilacao co fixa. Para simplificar a analise de oscilacoes harmonicas, con- 
vent adotar. coma sempre temos feito {Fis.Bas. 2 e 3), a notacao complexa, escre- 
vendo 




Na representacao de uma onda plana, p. ex., 



v(x)= Ae< s V 1 



{ E (x , t) = A cos (k 



s - e) t + S) 



(3.3) 



A ^amplitude {real} da onda {A e ,s = amplitude compl.p.:ca) 



= k-x-Wf + 5 = /&s.<s da onda 



k = to 



vetor de onda ; i = — - n — — nkt 



v = velocidade de fase 
n — fndice de refracao 




nuraero deoada , % - comprimeritodeondanomeio 



o> = 2jiv 



— ; v - frequgncia ; r-perfodo 




'k v = comprimento de onda no vacuo 
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u - versor da diregao de propagagdo 
8 - constante de fase. 



As frentes de onda (superficies de fase 
x\r = constante) sao pianos perpendiculares 
a direcao do vetor de onda k (fig. 3.2). 



Analogamente, para uina onda esferica, proveniente de uma fonte puntiforme, 
como a oscilador de Hertz (FCs. Eds. 3), 




Fig. 3.2 Onda plana 




Fig. 3.3 Onda esietica 



onde f - | x 1, 

A amplitude cai com (1/ r), e ay frentes de onda sao csferas r - constante (fig. 

3.3). 

Como relaidonamos a intensidade da luz com a funcao de onda associada 
E(k , f)7 A intensidade esta relacionada com a energia por unidade de tempo e de 
area que atravessa urn elemento de area perpendicular a direcao de propagacao (c.f. 
Fis. Bus. 3). 

Para uma onda monocromatica, o valor ins'tantaneo da intensidade oscila 
no tempo, numa dada nosicao x, como cos" (cor + a) , onde a e uma constante 




|cl'.(3.3). (3.4)]. Para luz visivel, 
0) - 1Q'' ; s~'. essa oscilacac z tao rapida 
que um detetor so rcgistra o valor medio 
Temporal, com (fig. 3.4) 



Fig. 3.4 Vaior medio 



3 (to t + a) > - < sen 2 (co r + a) > = — j 



For conseguinte, podemos dizer que o -valor medio da intenstdade 6 propor- 
tional a 



/(x)=|v(x)| 2 



(3.6) 



que e cons tan te para urna onda plana e cai com o inverso do quadrado da distancia 
a fonte para uma onda esferica. 

No experimento de Young com luz monoeromatica, a funcao de onda resul- 
tantc mini ponto Pea soma de duas contribuicoes, uma proveniente do o'riffcio Pi 
e oiifra de Pi : 



i)- Re Vj (x)t' im + v 2 (x)e te ' i 



(3.7) 



Logo, a intensidade resultante em P e 



Couio It? '"'I - 1 , o faior temporal nao af'eta o resultado. Por essa razao, em 
:odo 'j sra:amenic> de ondas rncnocrorndticas claque por diante o fator temporal 
?. y.c.ri omi.ri.do; trabalharemos diretamente com a funcao de onda resultante 
v(\) ficando subentendido que o resuitado compieto, dependente do tempo, e 
dado pela (3.2). 

A (3.8) pode ser escrita 
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onde indicamos separadamente o modulo e a fase (argumento) de cada numero com- 
pleso. Resulta 

-hf+hf *ww 

'(?) = H J = hf + W* + *J - 9 , I I (3.10) 

cuja interpretacao geometries era termos 
do diagrams de Argand no piano comple- 
xo (fig. 3.5) t relaciouar o modulo da rc- 
sultaiite de dois vetores com cada urn de- 
les Como I vi I" e a inteasidade I, devida 
somente a oada v, (analogatnetitc para 
7?)To~resultado pode ser reescrito: 



/ = /,+/, + 2^7, 7, cosA I (3.11) 



onde 

[4_s (p 3 - ip; j= DIFERENCA de FASE entre as 2 ondas (3.12) 

O ultimo termo da (3.11) chama-se tertno de interferencia, e a (3.11) e a lei 
basica da interferencia entre duas ondas. 

Temos interferencia construiiva quando A = 2 n 71 {« - &,± 1 ,±% ,.„) , 
cos A = 1 , e interferencia desiruiLva ijudiidu A = ( 2 ii + 1 ) r. , cos A - - 1 : 



A = 2rcJi=>7 = (Ji., + (construtiva) 
A = (2 n + 1)ti =» 7 = (Jl, - J^j (destrutiva) 




(3.13) 



Em particular, se as duas ondas t§m a raesma intensidade ( 1- = h ) , resulta 
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4 T, (construiiva )' 
1 = 0 (destrutrva) j 



(3.14) 



Efeitos de interferencia como esses sic caracterisricos de ondas, e inexplica- 
veis r.unia reoria corpuscular da luz, quando esperariamos que a intensidade resul- 
tante fosse a soma das miens idadc^, sem termos de interferencia. E particuiarmente 
intrigante que "luz mais luz" po; 



3.2 Aneliso do experiment o d« Young 

No experimento de Young (fig.3.6), ti- 
picamente, a distancia d entre as aber- 
turas e muito pequena em confronto 
com a distancia entre os anteparos i_A e 
S. Vamos lomar como orificios fendas 
longas (perpendicu lares ao piano da 
fig. 3.6). de mndo que a figura de in- 
terferencia observada tera a mesma 
simetria (tomamos a fonts F sobrc o 
eixo). 




Fig. 3.5 Experimento de Young 



De conformidade com o Principio de Huygens, os pontes Pi e Pa funcionarao 
como fontes puntiformes, gerando ondas esfericas. Corr.o s;so excitados pela mesma 
frente de onda incidente oscilarao na mesma fasc (tomamos a origem das fases 
sobre -A, para simplificar) de forma que podemos representar a funcao de onda no 
ponto de observacao P (contribuicoes dc P: ePi) por 



pois, devido a exciiacao siTierrica, as amplitudes A tambem scrao as mesmas; na 
(3.15), h ee pTF e r% = PTP. 

Seja J? s PO. Como d «. R , vemos na fig. 3.6 que 



: R - 



-senG 



r, = K + |sen6 



3.2 Anilisedoexperiraentudeyom, 
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Nos denominadores da (3.15), podemoi substituir r-, e r 2 por J? . com crro 
dewprezivel. Entretanto, isso nao se aplica ao.s expoentes das exponenciais, pais 



(3-17) 



Com efeito, a distancia d entre as fendas e tipicamente muito maior que □ 
comprimento de onda no viaivel, 
Logo, 

v(p) -^(^-^«e) + i e,p * * + ii* sen 6 j (3 . 1 S) 
A intensidade resultante e da forraa (3.11) "com 



A - <p 2 - <ft, - ids. 



cuja interpretacao ffsica e imediata: 



6 a diferenga de caminho entre as contribuigoes de P 2 e P, 
A (3.1 1) fica entao 



I « 2Jj (1 . + cos A) - 4I\ pofi^Aj 



(3.21) 



(3.22) 



onde /i e a intensidade que resultaria sc unia unica fenda eslivesse aberta. 
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41, 




A ' f 
\\ 1 


\ f\\ 


J \ \l 

-3n -2k -r. 


\/l\ 



A intensidade e maxima em O' (fig. 3.6), 
onde 6 = 0 (contribuicoes em fase), e os- 
cila periodic amente entre 4 {\ e 0, confor- 
me indicado na fig. 3.7, correspondendo 
a franjcts de ititerferencia claras e escu- 



Fig. 3.7 liileiisiJadt; em fungau d; 



O espacamento angular entre dois rrnnimos (ou maxirnos), como ser±8 = 8 nas 
condic^es consideradas, c 

(«')| (3.23) 



e o espacamento correspoodente, no piano de observacao 0, 6 ~ £ A ft 

Para ^ = 5xl0~" cm , d = 0,5 mm = 5 x 1CT 2 cm , temos A 0 - 10~ 3 rad c , se 

R - 2 m - 2 x 10 2 cm , o espacamento das franjas 6 R AQ ~ 2 mm. 

Pelas (3.20) e (3.21). as condicScs do intcrfercncia conslrutiva e destrutiva sc 

ieterpretam facilrncnte: 





r 3 - /j - h:1 => A - (eqnstnitiva) 






t h r x = (n + ~ j A. => A = (2 « + l)jt (destrativa) 





(3-24) 



Nas palavra=i de Young. "O centro ... e sempre brilhante, e as faixas brilhantes 
de ambos os lados estao a disianciss iais que a laz. chegando a elas de uma das 
aberturas. tera percorrido uma distancia maior do que a que vem da outra, de um 
intervalo igual a largura de uma. euas, Eres ou mais das ondulacoes, ao passo que 
as cscuras correspondem a uma diferenca de meia ondulacao, uma e meia, duas e 
meia, ou mais." Young usou os resuliados para estimar, com razoavel precisao, os 
comprimentos de onda associados aos ;xtrcino= vioicta e vermelho do espectro. 

Para pontos P entre JeBno piano da fig. 3.6, as equacoes (3.24) definem 
uma famfJia dc hiperboles n — n = constante com focps em Pi e Pi , que sao os 



lugares geometrico.s das iinhas nauuio c an;i:iudv.n. ints : ^eceoes de cristas com 
vales ou, respectivamente, de cristas (vales) com cristas (vales) r para frentes de 
ondas secundarias emanadas de P, a P 2 . Essas hiperboies sao visi'veis em experien- 
cias com tanques de agua e ondas bidimensionais na superffcie da agua. 

Poderia parecer a primeira vista que intensidades duplas das que resultariam da 
soma das intcnsidades devidas a cada abertura isoladamente violariam a conservacao 
de energia, mas ha uina compensacao entre interferencia desr.mtiva e constmtiva. 

Cora efeito, se calcularmos a inteiisidade media das franjas sobre Lima 
regiSo que content varias franjas, o valor medio de cos 2 (A f 2 ) na (3.22) e 1/2 
[cf.(3.5)J, o que da para a mtensidade media 

< 7 > = 2 (3.25) 



que e a soma das intensidades devidas as duas aberturas. A figura de interferencia 
corrcsponde apenas a uma redistribuicao dessa intensiiiade media. 

As franjas tambem podem ser observadas (o que Young fez) com luz incidente 
branca, como a iuz solar. Ncsse caso, a franja central e branca mas as laterals sao 
culoridas; cada cor do especrro produz uma figurf. coir. esp£camenr.n diferente, e as 
cores observadas resultam da superposicao dessa; figuras. So aparece um niimero 
limitado de franjas uesse caso. pois longe do centra muitas figuras desigualmente 
espacadas, e de cores diferentes, se superpoem. 

Para que se observe interferencia, porem, e esscncial, na expressao de Young, 
"que as duas porcoes de luz assira combinadas... sejam originarias da mesma fon- 
te", isto e, que provenham da mesma frente de onda incidente ^na fig. 3.6 (devida 
a fonte puntiforme F, que pode ser produzida com luz solar). Essa condicao foi 
empregada quando admitimos, na (3.15), que Pj e P 2 oscilam em fase. Ela esta 
associada a ideia de coerencia, que voltaremos a diecutir mais adiante (Sec. 3.6). 

3=3 ipferferencia em lAminas delgadgss 

Algumas das cores mais belas observadas na Natureza, como as cores das asas 
de borbolelas e da plumagem de beija-flores, resultant de efeitos de interferencia da 
luz ao atravessar laminas delgadas de materials transparent^ — e o caso tambem 
das boihas de sabao. 

Nesse caso, a luz sofre reflexoes multiplas entre as faces da lamina, e a inter- 
ferencia nao envoWe apenas dois leixes. como no CApeiiniejiLo de Young: e uma 
inierftrencia de f fixes m.ultipio;. 
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Com efeito. coasideremos uma lamina 
de fridiee de refracao n e espessura d 
situada no ar («o = 1 ). e urn raio in- 
cidenie OA (fig. 3.8). Ele da origem a 



um raio 1 parcialmeiite reffetido e um 
raio ATJ refratado. Em B ; ha nova re- 
flexao e nova refracao parcial (raio 
transmitido I'). Este prucesso conti- 
nua a se repeiir, embora a intensidade 
va diminuindo a cada reflexao. Temos 
ass-im raios refletidos I, 2, 3, ... e 



Fig. 3.8 Interfere™ a de felxes multiples 



raios transmitidos V , 2' . . . . (fig. 3.8). 



Os efeitos de interferSncia na luz refletida (soma das conuibuicoes de 1 +■ 2 + 
3 + ...) on transmitida (raios 1' + 2' 4- ...) deperdem da diferenca de caminho 
otico entre dois raios consccutivos refletidos ou transmitidos. 

Com efeito, coma vimos na (3.3), o fator de fase associado a um percurso / de 
iima ortda num meio de Indice de refracao n e 



onde Ao e o compri mento de onda no vacuo (ar) e nl o caminho otico correspon- 
dente ao percurso I. 

Para calctdar a diferenca de caminho otico entre os raios 2 e 1, notemos que 
CC' ( _L ao raio 1 ) pode ser considerada como frerite de onda transmitida asso- 
clada k frente de onda AA'(1 ao raio BC ). Logo, os caminhos dticos [AC] e 
[ A' C ] sao iguais (compare com a fig. 2.12). 

A diferenca de caminho otico entre os raios 2 e 1 seria entao 



onde AAi =A]A = .i(Aea imagcm cspecular de A). 

Finalmente, representando a diferenca de caminho dtico por [2] - [1], viria 
(veja a fig. 3.8) 




(3.26) 



|= n A A' 



i'=«AA cosG 2 



E 2 ] - E 1 ] = 2 « d cos e 2 [veJa poi * m a (3,28)1 (3 - 27) 
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Essa e tamb6m, pela simetria da figura, a diferenca de caminho otico [2'] - [ l'J 
entre dors raios transinitidos consecutivos. 

Pareceria entao que, quando ha interferiSneia eonstrutiva para a luz transmitida, 
a interferencia e tambem constnitiva para a luz refletida. Ipso sen;; inccmpatfvel 
com a conservacao da energia, pois um raaximo da intensidade total transmitida 
deveria corresponder a um mfnimo da intensidade total refletida. 

A Origem dessa dificuldade esta em termos admitido tacitamente que nao ha 
mudanca de fase na reflexao Isso nao $ sempie verdade. 

Ja vimos para outros tipos de ondas que, quando nma onda se reflete na inter- 
face entre dois meios, pode refletir-se sem mudanca de fase on com mudanca de 
fase' de it, {troca de sinal: e '* — — 1 ), dependendo das condicoes de comovho. ou 
seja. do que acontece na interface. 

Assim, um pulso que se reflete na extreni idade fixa de uma corda vibrante 
volta invertido (defas£gem de n ), ao passo que nao m-idn c?. fase an reflerir-se 
numa extremidade livre {Fts. Bds. 2, Se?. 5.6). Analogamente, uma onda aciistica 
de deslocamento se reflete com mudanca de fase de n numa extremidade fechada 
de nm tubo de drgao, mas sem dcfasagern numa extremidade aberta (idem. Sec. 
6.4). 

Na fig. 3.8, vemos que a onda refletida 1 corresponde k rsfle^iio vindo de urn 
meio menos refringente (n 0 = ! ) ao encontrar outro metis fefringente- ( i\ > 1 ), ao 
passo que a reflex ao de 2 no ponto B e de um meio mais refringente para um 
menos refringente. 

Para ver que tern de existir uma defasagem adicional de jr. (mudanga de sinal) 
num desses dorp cases, consideremos o que acontece quando a espessura d da la- 
mina 0. Nesse limite, nao pode haver reflexao: loda a luz deve ser fransmilida. 
Logo, tern de haver uma defasagem adicional de fi numa das interfaces (de « 0 para 
n ou de it para no ), para quc a? conU^buicoes de 2 e ! Leniidri: dnab coittniiius. A 
(3.27) deve ser entao substitufda por 

[2]- [l] = 2ndcosb 7 i -X„ 

pois uma diference. Je carniriho de ^ Ao no ar corresponde a uma defasagem de k. 

Por outro lado, o raio 3 sofre duos reflexoes adicionais em relacao ao raio 2 
(nos pent os C c B da fig. 3.8), amhas de n para ru> , de modo que sua contribuicao, 
bem como as de 4, 5, ... tern o mesmo sinal que a de 2. Assim, quando d -> 0 
devemos ter, 
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contribuieap de 2 + 3 + i + CANCELA a contribuicao de 1 (d -> 0) 
lodas cm fase lk-= ("iposra 

(3-29) 

Pode-se demonstrar explieilamente que e isto que acootece (cf. Sec. 3.4). 

Por outro iadn, para os raios transmitidos, duas contribuicoes consecutivas. 
corao as de 1' e 2' . diferem por diitis reflriioes ^dicioaais, ambas de a para no (em 
B e em C), de forma que todas emram com o mesmo sinal e se reforcaoi. quando 
d — » 0, levando a transmissao total neste limite, conforme esperado. 

Veremos mais tarde. na teoria eletromagnctLca da luz (Sec. 5.6). como conse- 
quencia das condicoes de contorno. que a defasagem adiciona! de re ocorre quando 
o raio vem de um meio meoos reffirigente (como o ar) par-a um mais refringeme 
(como o vidro), nas concicoes i:snais em que a mterferencia e observada. 

A expressao (3.28) para a diferenca dc canv.nho pcvTiiie eneornrai as condi- 
c5es de interferencia cooslrutiva ou desLiuiiva para a luz refletida, que, pelo que 
acabamos de ver, sao complementares as que prevakcern para a luz transmilida: 
quando uma delas c conslrutiva, a outra e destrutiva. Maximo? de reflexao corres- 
pondem a mfnimos de trarsn-is^iio. s- vice-versa. Obtemos assim: 



2nd cos - 
2nd cos B 2 — 


m + — 

v 2, 


= 0,1,2,...),< 
X„ (m = 0,1,2,. 


MINIMO de reflexao 
MAXIMO de Iransmissao 

. f MAXIMO de reflexao 

[ MINIMO de transmissao 



(3.29) 

Como no caso limite d — > 0 , demonstra-se que os minimos de reflexao cor- 
re^pondern a reflexao nula, ou seja, a transmissao total. 

Para obscrvacac px^ima da direcSo normal ao filme ( B, = 0j = 0), se for- 
m os aumentando a espessura do filme a parfii de 0. o 1." maximo de reflexao 
(m - 0 ) ocorre para 



* Isso corresponde eot'sio de tije s inifnsiLiiLu; . > . -tic comadsfasagem 4 r?j;rf cos 9 2 ). 
com perfodo 2ji (veja a fig. 3.12 abaixo). 
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4 



1 X ( 



4 



4 



(3.30) 



onde X e o eomorimernc: de onda no interior do meio ( k — n Jc® — > X = Xn/n): 
diz-se que se tern urn "filme de am quarto de onda". 

Se tive.ssemos considerado uma situacao em que a lamina separa dois nteios de 
indices diferentes, m e m, e o indice de refracao da lamina e intermediario, 
iic =:. >-, < fiu havc:ia ciefasagens de ji tanto para o raio refletido 1 como para 2, e a 
diferenca de caminho otico correta seria dada pela (3.27). Nesse caso, a (3.30) 
define a condicao para o h" minima de reflexao. 

Isso 6 apiicado etr: film?? nnri-rpfipiarps. A \\\t que atr'^veisa :im vistema de 
lentes, numa maquina fotograf'ica, p. ex., sofre reflexao parcial na superffcie de 
cada lente. Embora a perda de intensidade associada seja pequena para raios 
paraxials, a perda total apos varias interfaces pode ser apreciavel, alem dos efeitos 
indesejaveis da luz difusa. 

Para eliminar a reflexao. deposita-se nas superficies do todas as lentes em con- 
tato com o ar urn filme dieletrico de 1/4 de onda, de indice intermediario entre os 
do ar e do vidro. Como o indice de refracao varia com X, escolhe-se X na regiao 
mais luminosa do espectro visfvel, entre o amareJo e o vcrde. For isso, lentes com 
tais depositor refletem a cor compleraentar, de torn purpura (lentes "azuladas 77 ). 



nhecidas como fran/m dc igucd espessura (fig. 3.9). 

Numa lamina de agua de sabao formada sobre um aro e colocada num piano 
vertical, a ag:i:! escorre para baixo, fennando uma cniiha. Observando com luz 
branca, as franjas escuras aparecem em alturas diferentes para diferentes X ; a luz 
refletida tern a cor complement ar, tbrmando as cores de interfere nci a tfpicas de 
bolhas de sabao. No topo da lamina ou de uma bolha antes de estourar, aparece 
uma mancha preLa, mostrando que a espessura da lamina tornciu-se menor que X/4 
para todos os X no visfvel. 




Se I've mil o s um meio de espessura 
variavel (no ar), observadq com 
6i = 0i = 0 : a eondiciio de interferencia 
destrutiva, com luz incidcittc monocro- 
matica, sera" saiisfcila para espessura^ 
d = 0 , it = X/2, d = X, ... onde apare- 
cem franjas escuras na luz refletida, co- 



Fig. 3.9 Franjas de igual espessura 
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Fig. 3.10 Aneis de Newlon 



Se colocarmos uma lente plano-convexa 
sobre uma placa de vidro plana (fig. 
3.10), forma-se entre elas uma lamina de 
ar de espessura variavel. permitindo ob- 
serVar. tanto na luz refletida como na 
transmitida. franjas de interferfincia de 
igual espessura. sob a forma de aneis 
concentricos, que sao os aneis de New- 
tan. Eles ja haviam sido observados por 
Robert Boyle em 1663, mas Newton de- 
terminou com grande precisao a relacao 
enlie seus raius c a espessura da cajnada 
onde se formam, e den uma explicacao ondnlatoria da sua origem, em termor das 
ondas que associava aos "acessos de facil reflexao e facil transmissao 7 '. Alem dis- 
so. usou-os para medidas altamente precisas de comprimentos de onda da luz! 

Uma aplicacao pratica importante das franjas de igual espessura e testar ate 
que ponto uma superffcie otica e plana, colocando-a em contato com uma super- 
ficie plana padrao e observando as franjas de interferencia formadas na lamina de 
ar entre as duas superficies, que indicam as linhas de nivel da superffcie testada. A 
superffcie testada pode ir sendo polida ate tornar-se "oticarnente plana". 

Outros exempios de cores de interfere nci a sao as cores das manchas de oleo 
sobre asfaho molhado. c as da plumagem dc beija-fiores ou de asas de borboletas. 
Numa asa de borboleta azul. por exemplo. a interferencia se produz em laminas 
deigadas que recobrem a asa formando "terracos": hi um maximc de reflexao no 
azul para incideucia perpendicular; o torn de azul varia com o angulo de observacao, 
correspondendo a variacao com Q 2 do comprimento de onda asxociado a interferencia 
conslrutiva. Placas transparentes analogas existem na plumagem dos beija-flores. 

3.4 Dis«vss«« das fr«siflj<B8 «U int»rf«r*rsei« 



Se a luz refletida por uma lamina for 
coletada por uma lente L (tig. 3.11), for- 
mar-se-a num ponto P do seu piano focal 
uma imagem puntiforme brilhante ou es- 
cura conforme o angulo 9i corresponde a 
um maximo ou mmimo de reflexao (a 
lente pode representar tambem □ olho de 
um observador). 




Fig, 3.11 Imagem de inlerferencta 
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Isso vale para raios incidentes numa so direcao 9i . Entretanto, se tivermos 
uma fonts ac \uz cxtcnsa iluminando a placa, havera raios incidentes em toda urna 
fai^a de angulos 8;, e a intensidade das imagens correspondentes variara conforms 

0 valor correspondente da defasagem, correspondendo a um valor bem definido 
para, cada inclinacao 9i . Observam-se nesse caso franjas de interferencia de igual 
inclinacao. 

Ate aqui discutimos apenas 05 valores de 61 para os quais a intensidade re- 
fletida (ou transmitida) e maxima on minima, sem analisar como varia a intensi- 
dade entre os miiximos e os mmimos. 

A variacao depende da rejip.rivi.dade r das interfaces, que e a poreeniagem de 
reflaxdo, ou seja, a fracao da intensidade incidente que se reflete. Como vimos na 
Sc 5 . 2.4, /.: varia com o angulo dc incidencia (at Set. 5.7): em geial, e pequena 
(alguns %) na incidencia perpendicular (Qi - 0) e tende a aumentar com 9i. Na 
passagem para um meio mais refringente, r — > 1 (100% de refSexao) para 

01 -> Jt/2 (incidencia rasante). 

A refletividade tambem aumenta com o mdice de refracao relativo n n ■ quanto 
mais forte a descominuidade entre os dois meios, maior e r. Pode-se aumentar r 
depositando na interface um filme composto de ama ou mais camadas delgadas de 
meios transparentes de indices oonvenientemente escolhidos (efeito oposto a um 
filme anti-refletor). Tambem se pode depositar um filme metalico fino: tem-se en- 
tao uma lamina semi e.spclhada, como as que sao usadas em alguns oculos de sol; 
neste caso, uma fracao da intensidade e absorvida no interior do metal. 



K 2K 3x 4h 5tc 6te 
. ^efldLvidade e transmissividade 
em Fun?ao da defasagem 



A fig. 3.12 |baseada na (3.35) abaixo] 
mostra a variacao da refletividade total Q 

da lamina e de sua transinissividacic lotiil 
~i (fracoes da intensidade incidente sobre 
a lamina que se refletem ou transmitem, 
respectivameiite), em fungao da de- 
fasagem' entre dois raios sucessivos, 



* A defasagem A, pela (3.26), i ■:> produio tie A;,, pela d fsreiiL-t cc ciminho otico (3.27). 
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= 2 nk a dcosO, = : 



para incidencia perpendicular do ar sobre o vidro, com r - 0,04. A conservacao da 
ensrgia da 



(3.32) 



de mode que os dois graficos sao i-omplementares: refletividade ,: C - 0 eorresponde 
a transmissao total pela lamina, 9" = I. As expressocs para e 9" decorrcm da 
(3.35) abaixo. 

A visibilidude ou contrasie das franjas na luz transmitida e definida por 



que. neste caso e ( 1,0 - 0,85) / ( 1,0 + 0,85) = 0,08 : as franjas sao palidas, cum 
pouco contraste de intensidades. 



O graTico da fig. 3.13 mosira como ST 
varia a medida que r aumenta: as fran- 
jas vao fieando cada vez mais nftidas 
e mais estreitas, com um contraste 
crescente entre maximos e minimcs. 
Por que isso acontece? 




2rm (2n-M)ic 2(n+1)ic 
Fig. 3.13 Varistio de ~! com r 



Para compreender esse efeito, noiemos que r e a razao das amplitudes de dois 
raios 'consecutivos na fig. 3.8 (como 2' e 1'). Com efeito, essas amplitudes dife- 
rcm por duas reflcxocs adicktnai? na interfaces (nos pontos B e C), em cada lima 
das quids a um/jtilude e reduzida por um fator V~r (r e a razao da intensidade 
refleiida a incidente). 

Por outro lado, a diferenca de fase entre dois raios consccutivos e A . U.saildo 
notacao complexa, conelm'mos que a contribuicao do raio 2' difere da de 1' por um 
fator re' 4 . Logo, a soma das amplitudes cotnplexas de todas as contribuicoes 
transmitidas 1 ' , 2' , 3' , ... e proporcional a 
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! (''' X ) ; --—Zr-* (3.34) 

(soma de uma progressao geometrica de magnitude da razao r < 1 J. Na realidade, 
hS um n ° fmito de contribuicoes. mas, se o n." total N de reflexoes e grande, 
(re !l )'^ e despreziveL por ser r < 1 . 

Por que razao a magnitude da soma (3.34) varia muito mais rapidamente 
com A para r proximo da unidade do que para r« 1, eomo ilustrado na fig. 
3.13? 

Se representarrnos os termos da soma no piano complexo. obternos uma soma 
de vetores. em que cada [eiiini difcie do anterior por Ler sua magnitude riiLLltlpli- 
cada por r e seu Sngulo de rase acrescido de A (rotacao por um angulo A ). Vamos 
comparar as tesuhantes tomando 4 termos e A = 0 , ^ e -f , com r — 0,25 num caso 
e r - 0 : 8 no outro (Fig. 3.14). Vemos que a resultante R decresce muito mais rapi- 
damenLe. quando A aumenta, no 2° caso do que no I.° (o comprimento de R foi 
ajustado para ser o mesmo nos 2 casos, para A - 0, quando \S - 1). Quando r e 
pequeno, a resultante 6 p rati cam en te a soma dos 2 ou 3 primeiros termos, sendo 
pouco afetada pelas defasagens; quando r e proximo de 1, os vetores '"espiralam" 
rapidamente com o aumento de A e R decresce logo. 



r = 0,25 r = 0,8 




68 IntcK.^Cd 



Assim, para r proximo da unidade, as franjas de interfer&ncia na luz transmi- 
tida adquirem o aspecto de riscas brilhantes e muito estreites (noaximos de trans- 
missao) num fundo escuro. 

A largura (em termos da defasagem. A ) das franjas de inteiferencia e da ordern 
de * ■= 1 - r, a transmissividade de urna das interfaces. Com efeito, em eada re- 
flesao interna, uma fracao r da intensidade e refletida e uma fracao r e transmilida. 
Logo, o nu.me.ra de rtflexOss iofndas por um raio antes que a maior parte de sua 
intensidade tenha sido trarsmitida 6 da ordem de l/t. Para A - ?, m it, ox raids 
ititerferem em fase. Para A = 2 inn + e, a defasagem acumulada apds [/; refle- 
xoes e da ordem de s/L e a interference a comeca a se tornar destrutiva quando esta 
defasagem e - i, confirmando que a largura das franjas corresponds a e - f. 

A iaiaw pui que t teiii de se-r pequena para qae as franjas sejam estreitas e 
portanto que, quatido o numero medio de reflexdes sofridas antes da emergencia do 
raio e grande, uma variacao rrruito. pequena da defasagem, devido ao efeito cumu- 
lativo, ja e suficiente para levar da inteiferencia construtiva a destrutiva. 

Para Lima discussao mais quantitativa da largura das franjas. caiculemos a in- 
tensidade associada a amplitude complexa (3.34), que e proportional a transmis- 
sividade total x): 
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1 + - 2 r cos A 




(3-35) 



Como deve ser rj - 1 para A — 0, resulta 



•3- 




e = 1 - ~J. As figs. 3.12 e 3.13 baseiam-se nesses resultados. 
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Com t « 1 (j- » 1 ) , consideremos urn pequeno deslocamento de fase 
E(lEl « 1 ) a partir de um maximo de interferencia, A - 2m,ji + e. Tetnos en- 



(3-36) 




Fig. 3.15 Semilargura 



A dist.Sncia cntrc os pomos nos quais 
a transmissividade total "rf cat a 
metade do sen valor maximo (fig. 
3.15) define a semilargura do pico. 
Vamos n a (3.36) que esses pontes cor- 
respondem a £ = ± t. de forma que a 
semilargura das fraojas na variavel A 6 

(3.37) 



i discussao qualitativa anterior. 



3.5 Inlerferemetres 



A cor.dic£c ;3.29' pars. u_n 
fasagem A [cf. (3.31)], 



de traiismissao, escrita em termos da de- 



, = 2 ten (m = 0,1,2, ...) 



depende do comprimento de onda ko incidente. Assim, se a luz inciderite contera 
dois comprimentos de onda diferentes superpostos, as posicoes dos maximos de 
interferencia correspondentes ua luz transmitida serao diferentes. 
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Se as franjas brilhantes forem suficientemente estreitas, isto permite separar 
cornprimentos de otida, raesmo que sejam muito prdximos. E nesse principio que se 
baseiam os interferometras, instramentos empregados em espectroscopia para ana- 
ILsar a estruLura fina e hiperfina das liiihas espectrais, para comparax comprimentos 
de onda entre si ou com o metro padrao (medida absoluta de Xa ). 

A principal quaiidade de urn interferomeiro para analise e o seu poder separa- 
tist , definido como o inverse da mtnor variacdo fracionuria 6/.//. que ele permite 
determinate ou seja 



Poder separador - — (3.39) 




A fig. 3.16 mosira dois picos de intensi- 
dade, associados aos cornprimentos de 
onda Xo e Xo + 8 X, cujo<; centres distant, 
na variavel 4, de uma dei'asagem igual a 
semilargura £ de cada pico. Costuma-se 
adotar como criteria que esse e o menor 
valor de SA. que ainda permite distinguir 



Fig. 3.16 Unite do poder separador as duas fran j as de interfered a. 

Com efeito, a intensidade resultantc (em iinha interrompida na fig. 3.16) tern 
uma pequena depressao central que permite detetar o pico duplo. mas que ja nao 
apareceria se os cenrros estivessem mais prdximos. 

Suponhamos que o pico associado a Xq corresponds a ordr-m 2 m de interferen- 
cia. ou seja, que satisfaca a (3.3SJ. A mesma direcao 6 3 deve entao corresponder a 
uma defasagern 2 m jt - 1 e para Xa + 8 X, ou seja 



o que d& 
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(3.40) 



onde usamos a exprsssao (3.37) nara a scmilargura devida a uma lamina de faces 
paralelas. 

Por conseguinte, a semilar-gura ■■' airetamerue proporcional a ordem de inter- 
ferencia e u:\ersainente proportional a transmissiyidade da interface da lamina. 

Para estimar m, podemos tomar 71 cos 82 da ordem da nnidade. Pela (3.38), 
tern os entao 

m - 'Id ! X„ (3.41) 

Assim, com /. j - 5 x 10 "cm , uma placa de espessura d ~ 1 cm corresponde a 
m ~ 4 x I0 4 . Se a refietividade r da interface for 0.9, a (3.40) da 

_X_ 4jtx 10 j , 
5X ~ 10" ] 



o que permite separar duas linha.s espectrais 
ria de ~ 1 ppm = I parte por milMo). . 




Fig. 3.17 Interferomelro He Fabry-Peroi 



com Si/Ji - 10" e (variacao fraciona- 



O interferdmetro de Fabry-PeroT (fig. 
3.17) e um par de placas paralelas de 
\idro 00 quartzo. na face interna das 
quais sao depositados filmes de re- 
fletividade elevada. 



Para obscrvar as fr;i7ms, co!ctani-se os feixes iranMriiiidos ptraselos por meio 
de uma lente L, que os foealiia num ponto P' do anteparo de observacao 0. A fbnte 
de luz e uma. fonte extensa S, que envia raios incidenfes em diferentes direcoes. 

Pela simetria do dispositive em torno do eiso da lenre, sao observadas/ranjas 
de igual inclinacao 9 de forma circular (interseeao do piano 0 com urn cone de 
abertura 8 c eix.o no eixo de simetria da lente). 
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A lamina de faces paialelas nesse caso 6 a lamina de ar de espessura d (= sepa- 
ragao entre as placas), de forma que n - 1 , e a condicaa que da o maximo de 
iuterferencia de ordera m, pela (3.38), c 



: 471 J 

— d cose,,, = 2mJt (- 341) 



que da o angulo de abertura 6„, do cone correspondente a cada ordem m. 

O poder separador do mterferOmetro de Fabrj-Perot e dado pela (3.40). e ada- 
ge valores extremamente elevados, permitindo detetar a estrutura Mperfina de raias 
cspetualu, separanxlo comprirnersros de onda muito prdximos. Tomam-se cuidados 
especiais para assegurar o paralclismo (o padrao resultante chama-se etalon) e inan- 
ter constante a distancia d. 

No interferdmetro de Michelson, luz 
de uina fonte S e subdividida (fig. 
3.18) em dois feixes perpend icularcs 
poi uma lamina semi-espelhada depo- 
sitada sobre uma placa de vidro P[, a 
45° do feixe incidents 0 feixe refje- 
lido vai a urn espelho Ei, que o mauda 
de volta c para a lente L, dcpois de 
atravessar novamenie Y\. O feixe Trans- 
mitido pela lamina semi-espelhada vai 
para outro espelho E 2 (fig. 3.18} e, de- 
pois de refietir-se na lamina, vai tam- 
bem para L (a placa P 2j identica a Pj 
mas nao-espelhada, e inserida para 
compeiisar a diferenca de caminho oti- 
co correspondente ao duplo atravessa- 
menlo de Pi pelo feixe que se reflete 
em E] ). 

Os dois feixes interferem no piano de observacao ©, oside sao focalizados pela 
lente L. Se E' 2 e a imagem especular de E 2 na lamina semi-espelhada (fig. 3.18), as 
condicoes de imerferdncia construtiva ou destmtiva sao as mesmas que para a 
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lamina de faces pjraxki formada por Ei e E'2, para o par de raios (aqui nao ha 



Como 0 raio que vai para Ei sofre reflexao interna na camada espelhada, e o 
que vai para E 2 s refletido externamente, ha uma defasagem adicional de it, e a 
(3.29), com a = 1, di 2d cos9., T - m h> (in = 0,1, 2, ...) para interferencia 
destruriva, onde </ = I i 2 - /1 1 6 a diferenca de caminho (aners escuros). 

O interferonietro de Michelson permite dctetar d;r;renciES sxtremamente pe- 
quenas de eamiriho otico enlre os dois bracos perpendicu lares do percurso dos 
raios. Uma diferenca de caminho ?vo(Am) represents ura deslocamento de Am 
fraajas. E passfvel esiimar visualmente deslocamento s ate de Am ~ ~ de franja. 

3„6 Coerencia 

No final da Sec. 3.2 foi reproduzida a observacao original de Young, de que e 
essential, para observar efeitos de interferencia entre diferentes trajetos da Luz, que 
eles se originem da mesma fonte. 

Para ver por que motive isso e importante, consiceremos primeiro um pro- 
bleraa analcgo £0 que acabamos ds discutir. nrna superposicao de muitos feixes de 
luz, todos monocromaticos e de mesma frequencia angular ft) , propagando-se na 
mesma direcao, mas corn defasaoens relativas distribmdas ao acaso. Isso sneede- 
ria 5 p. ex., se eles provem todos defontes de hi- dJ.ftrenits... cujas t'asas de oscLacao 
sao indep end ent.es entre si. 

Num dado ponto do espaco, a onda lummosa e entao da forma (em notacao 
complex a) 



onde A,- e a amplitude real da /-fisima contribuicao e ip; sua constante de fase no 
ponto considerado, 



rcflcxocs mtiltiplas). 



N 



(3.42) 



A intensidade correspondents e proporcional a 




ou seja, 
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jsl S=l /=1 jsl: 

onde explici tamos, na soma sobre j + k . as termos (j,k)c (k, j) (dai somarmos so 
sobrey < k). FinalmenLe, como a intensidade 1, 6 proporcional a \Ej\ 2 , 



que 6 uma generalizacao da Ici dc : ntcrfcrcncia de 2 fsixes (3.1 I). 0 ultimo termo, 
que 6 o termo de interierencit., depende das diferengas de fase A n = <f>t - cp,. 

Como as fases (pi estao distribiudas ao acaso, o mesmo vale para as diferencas 
A jt . Para N grande, os valores de cos((p f - <p ; -) na (3.44) tendem entao a estar 
equidistribuklos, com valores positivos e aegativos igualmente provaveis. Supondo 
as intensidades comparaveis, vemos que o termo de i .ntcrfcrcncia iende a se can- 
cels [como num passeio ao acaso no piano (Fi's. Bds. 2, Sec. 12.4)]. Desprezando 
pequenas fhituacoes, temos entao 

\ l = i ! A (3.45) 



oli se;a, a imeiixidadu resulrann 4 a soma dai intensidades devidai 5s difcrentc:- 
jbraeA, scui icimus de iiiLerfereiicia.. Dizemut que as fames sao vicoerenres . 

Que reievancia tern esse result ado, onde tomamos um grande mimero de fontes 
diferentes, para o experimento de Young ou para o interferometro de Michelson, 
onde apenas dois fcixes interferem? Poderfamos pensar que as Fran j as de intcrferen- 
cia aiada apareceriara mesmo com feixes originarios de duas fontes diferentes, p. 
ex.. dois filamentos de lampadas incandescentes, desde que a Iuz de cada fonte 
fosse devidamente filtrada (um filtro vermelho deixa passar predominantemente iuz 
vermelha), para torna-la tao mortocromatica quanto possfveJ. Entretanto. se fizer- 
mos a experiencia dessa forma, com duas fontes de luz diferentes, a interferencia 
nan ?. ohservada: elas se. enmpcrrani como fentes incoerentes. Por que? 
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A^razao e que uma fonte de luz usual, como um filamento incadescente ou o 
Sol, 6 formada de um grande numero de foni.es microscdpicas independentes (nao 
correlacionadas), cada uma das qoais atua durante um tempo muito curto e. se volta 
a atuar, sua fase inidal nao guarda a memoria da fase dc osciiacao anterior, o que 
produz uma situacao anatoga a da (3.43). 

A duracao t:'pic£ de nni proces-o de emissao de Iu2 poT um atomo excitado e 
da ordem de 10 " s s. Assim, mesmo para uma unica fonte de luz termica que se faz 
passar por urn filtro de frequencia, a luz emitida nao oscila no tempo como uma 
senolde ininterrapra: podemos representa-la como uma ^ucessKo de rrcns de. onda 
sinusoidais fmitns, cada um com duracao media associada a um processo de emis- 
sao, mas interrompido, e as fases iniciais de cada um deles variando ao acaso. 

Essa imagem pode ser testada experimeatalmente usando o mterferometro de 
Michelson. Com efeit.o, se a fonte de luz S na fig. 3.18 e uma fonte de luz termica, 
verifica-se que a visibilidade das franjas de interferencia tende a dimiouir a medida 
que a diferenca de tempo de percurso entre os dois bracos. I s 21 h - h \/c , vai 
aumentando, e as franjas dcsap;:recem para t apreciavelrnenie maior que um inter- 
valo de tempo At carac ten's tico da forte de luz, chamado tempo de coerencia. 

A interpretacao desse resultado em termos da imagem de trens de onda inde- 
pendentes € imediala: um trem incidente de duracao tfpica At. e dividido em dois dens 
de mesma duracao pela lamina semi-espelhada. Para que possam interferir apds os per- 
cursos nos dois bracos, e necessario que o atraso t seja inferior a largura temporal A X 
de cada trem: caso contrario, nao ha superpoyicdo dcs dois -ens. fre.ns de nndfis 
diferentes nao interferem porque as defasagens entre eles variam ao acaso. 

A duracao finiza AT de um trem de ondas tambem esta associada com seu 
carater ndo-monacromatica: em lugar de uma unica frequencia angular ©o f de 
cobre uma faixa de frequencias de largura A u>. 

Com efeito, considercmos uma superposicao de ondas de fiequencias w va- 
litvc^ corilriiiumen'e entre y.=-. - ioi e io« + | Aid, admitindo, para siraplificar. 
que todas tenham a mesma amplitude A num dado ponto do espaco, e vejamos 
como varia com o tempo a onda resultante: 




- (3.46) 



Pensando na integral como limite de uma soma, vemos que isso reprcsenta 
efetivamente uma stipe.rposupS.u cvrJi'miu dc oiid^s. 
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Com a mudanca de variavel co = to 0 + u , e notando que A e uma constante, 
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E(t) = A e"' '"■ 



A intensidade media correspondent e 

'(<) 



w\ ' /-» . i 2 seirv A co 



(3.48) 



-ra -ik -ssi -jc u as 
Fig. 3.19 A funsao - 

pela (3.48), entre os pontes 



A fig. 3.19 & um grafico da funcao 
( sen 1 v ) / v 2 , que e = 1 para v = 0 e 
se anula nos pontos 

v,„ = m n ( m = ± 1 , ± 2 , . . . ) 
Temos ( sen 2 v)/v^ < 1/ v 2 , funcac 
que cai rapidamente quando v ercsce. 
Cerca de 91% da area sob a cufva 
caem debaixo do pico central, na re- 
giao entre v = -Ttev = 7E,ou seja, 

A co 



Logo, a largura temporal do trem de ondas (3.46) (tambem chamado "pacote 
de ondas") 6 



3.6 Coerencic 77 



Ax ~ — = — (03 = 2it v) (3.49) 



correspondendo a ordem de grandeza da largura do pico central da figura, 

Venios nesse exemplo que o tempo de coerencia Ate da ordem do inverse da 
largura Av em frequencia da pacote de ondas de luz considerado, tambem chamado 
de largura espectral do pacote. Para □ caso ideal de luz perfeitamente mqnpero- 
rattica, Av -r 0, teriarnos A l > ^. 

A relacao (3.49) eotre largura espectral e largura temporal de um pacote de 
ondas e gerai Para ver por que, notemos que os valores muito pequenos da ftmcao 
de onda fora da lai-gura temporal sao um efeito de imcrfcrSncia dcsiruii;a e:i:re as 
ondas monocromaticas de que o pacote e composto. 

Com efeito. vemos nr. (3.4f>; que todas elas in:erferem em f'ase para t = 0, o 
centra (maximo) do pacote (sc quisosscmos ter o pico do pacote em /, , bastaria 
substituir t por r - t 0 ). Para que a interferSncia comece a passar de construtiva a 
destrutiva, e preciso que a defasagem entre a componente central, de frequencia 
OJo, e as "asas" coj ± ^2, seja pclo menos de n, o que da t ^ - n, mostrando que 
o resultado £ independents da forma particular escolhida para o pacote neste exempio. 

E por essa va.zL.z- que ur_ia es'.acao transmiisora ce radio on TV precise, dc 
uma largura minima de faixa de frequencias para transmitir seus sinais. No caso da 
TV, p. ex.. o feixe de eletrons tern de varrer - 5 x 10" linhas da tela, cada uma 
com - 5 X 10" pontes (pixel i). a cada — de segundo, corn um sinal transmitindo a 
informacao de se ele deve acender-sc ou apagar-se. Logo, o ntimero de pulsos de 
voltagem por segundo e ~ 30 x 25 x Itf = 7,5 x 10*. e a duracao de cada pulso 
e ~ At- 1 [)" 7 s. Para transmitir um sinal tao curto, a largura da faixa de frequen- 
cias necessaria e Av ~ 10' s" 1 = 10 MHz , que e a largura tipica associada a um 
"canal" de TV, e £ a razao pela qual ha um ntimero limitado de canais. 

Ctiama-se comprimemo de coerencia de um sinal luminosc a rlisffincia A .■: pe.r- 
corrida pela luz durante o tempo de coerencia At ; para propagacao no vacuo, e 




(3.50) 



A condicao para que dois feixes de luz originarios de mesma fonte possam 
iniirferir e que a diferenca de canv.rdxo mitre eles no. a axceda o comprimento de 
coerencia da luz. Quando cssa condicao dcixa dc scr satisfcita, a* franjas cc inter- 
ferSncia desaparecem (sua visibilidade — > 0). 
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Para luz "branca 7 ', tem-se Av - 0,3 x 10 l5 Hz, o que da At - 3 x 10"'" '$ e 
A / ~ 10" 6 m - 1 trm ~ A, o cotnprimento de onda medio da luz. 

Para luz de uma fonte termica, tornada (com o uso de filtros) tao monocro- 
matica quanto possfvel, A T e da ordem. da vida media de um atomo excitado, da 
ordem de 10" 8 s , como ja foi mencionado. Logo, A I < l&.cm = 1 m. 

Ja para a luz de um laser esiii'-bMizado. puue-se ler At > 10 _ ~s. o que corres- 
ponde a A / > 10 s cm! 

A diferenca fundamental ehtre a luz do laser e luz termica (luz solar, luz de 
uma lampada) e exatamente csta: a coerencia elevada da luz do laser. Experiencias 
de interferencia tornam-se muitfssimo mais faceis quando se emprega luz de laser. 

Quando giramos o botao de sintimia de um radio entre duas estacoes, o alto- 
talante transmtte apenas ruido. A luz termica e ana"loga ao riddo; a luz de laser, 
rtesta analogia, corresponderia a sintonizarmos uma estacao que esta transmitindo 
uma rota musical pura. 

O comprimento de coerencia mede a correlacao de fase enire duas frentcs de 
onda distantcs uma da outra, no sentido longitudinal da propagacao da luz, mas 
tambem e preciso considerar a coerencia numa direcao transversal, ao longo de 
uma frente de onda. 

Se formos aumentando a distancia ( _L = transversal) d± entre as dois orifi'c-ios 
no experimento de Young, a visibilidade das franjas tambem fende a dtmirmir, e a 
interferencia desaparece para dx » A d± , onde A d_ depende do grau de colimacao 
do feixe incidente: seria °° no caso ideal de uma onda plana (raios paralelos), mas 
um feixe de luz real tern uma abertura angular A 8 > 0 . Para luz termica, tem-se 

(3.51) 

onde X e o comprimento de onda medio da luz. Como X ~ 2n/k (k = numero de 
onda medio), a (3.51) tambem se escreve 



\ Ad L ■ (k & Ad ± ■ Ak ± ~ 2% | (3.52) 



onde Ak± 6 a "abertura transversal" dos diferentes vctores de onda k da luz inci- 
dente, associada a abertura angular A 0. 

A relacao (3.52) e um analogo espacial da (3.49), e vottaremos a discnti-la na 
teoria da difracao (Sec. 4.6). Para luz solar, p. ex., 1 ~ 5 x 10" 5 cm e A8 ~ 0,5°, 
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« diametro angular aparenie do Sol, que correspondc a ~ 10 2 rad , o que da 
A^x ~ 10 1 ^. ~ 0,05mm , razao pcla qual o experimento de Young com luz solar 
toma-se diffcil para urn espacarnento d > 0.1mm. Esta 6 uma forma indireta de 
medir A 0 para o Sol. 

Analogamente, podemos usar a (3.51) para estimar o diametro angular de uma 
estrela, usando luz da estrela para produzir franjas tipo Young e verifieanda para que 
separacao Adj_ as franjas tendem a desaparecer (veremos na teoria da difracao que ha 
im criterio quantitative para nao so estimar. como medir A 9 por este metodo). 

E o que foi feito por Michelson com seu 
interferdmeiro estelar, ilustrado na iig_ 
3.20. Luz da estrela incide sobre os espe- 
Ihos mdveis E L e E 2 e, depois de refletida 
nos espelhos fixos E 3 , E 4 . e focalizada 
pela objetiva L no piano de observacao 
5. Varia-se a distancia d± cntre Ei e E> e 
verifica-se como varia a visibilidadc das 
fraajas de interfer6ncia devidas aos dois 
raios. Com o auxflio de uma reiacao 
analoga a (3.51), dediiz-se daf o diametro 
angular A 9 da estreia. 

Para a primcira estrela cujo diametro angular foi medido por esse metodo, 
Betelgeuse (a Ononis), a separacao d± foi ~ 3m e Michelson obteve 
AO - 0,047" (segundos de arco). Conhecendo a distancia de Betelgeuse a Terra, 
atraves de sua paralaxe (Ffs.Bas. 1, Sec. 1.5), foi possfvei concluir que o diametro 
de Betelgeuse e ccrca de 300 vezes niaior que o do Sol. E diffcil aumentor d ± muito 
alem desse valor: o mcnor A 9 medido por Michelson. o de Arcturas, que e de 
0,02", exigiu d L ~ 8 m. 

Em 1954, R. Hanbury Brown e R. Q. Twiss mostraram que era possiVel de- 
tetar interferencias entre jlulitacoes de intensidade entre dois detetores, mesmo para 
separacoes d± - 200m , o que permitlu medir diametros angularcs de 0,0005"! A 
expiicacao cs:rf leiacioudJa cum co-crSiiLia Jd ardent superior, e a experieacia teve 
um forte impacto no desenvolvimento da otica quantica. 

A area de urn efxeulo de raio A d± cm torno de um ponto num feixe de luz 
(transversal a direeSo de propagacao) chama-se area de coerencia A A , e o volume 
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AV - AAAl 



(3.53) 



onde Aieu comprimento de coerencia, chama-se volume de coerincia. Poderaos 
interpreta-Ia corao a regiao do espaco era tonio de um ponto P do feixc da qual e 
possfvel extrair amostras capazes de mterferir com a luz em P. ou seja, exibindo 
propriedades de coerincia em relacao a P. 



PROBLEMAS 



1 F ' / 


P 

y 


d 


"^- ^ E 










m ■ D 



1. Na experiencia do espelko de 
Lloyd, observa-se nuni anteparo 0 a 
interferencia entre a luz que vai dire- 
tamente de uma fonte puntiforme F 
para urn ponto P do anteparo © e a luz 
que vai de F para P refletindo-se numa 
placa plana de vidro E (fig.)- A distan- 
cia de F ao piano da pJaca e d e a distancia de FaBeD » d. Observa-se a 
primeira franja brilhante (maximo) de interferencia mim ponto P a uma distancia y 
do piano da placa, usando luz monocromauca de comprimento de onda X. Calcuie 
y em funcao de X. d e D. 

Sugestao: Considere a imagem especular de F e a defasagem na reflexao. 



2. No expenmento de Young, com a luz incidindo perpendicuiarmente sobie 
o anteparo onde estao os dois oriffcio'i, coloca-se uma lamiaa delgada transparente 
de faces paralelas e fndice de refracao n sobre um dos dois oriffcios. Isso produz 
um deslocamento de m franjas na figura de interferencia (a franja central brilhante 
desloca-se para a posicao que era ocupada pela franja brilhante de ordem m). O 
comprimento de onda da luz e X. Qual e a espessura d da lamina? 
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3. Para explicar as cores das manchas de oleo no asfako mo I h ado, considere 
lima camada de oleo, de fndice de refracao 1.5, boiando sobre a agua (o asfalto 
absorve a luz transmitida atraves do oleo e da agua). Suponfaa que a espessura da 
camada de oleo e igual ao comprimento de onda Ai da luz violeta no ar, e que se 
observa a luz refletida na incidencia perpendicular, (a) Mostre que ha urn minimo 
de reflexao para luz violeta. (b) 0 comprimento de onda X 2 da luz vermelha t 
aproximadamente o dobro: h ~ 2 X t . Mostre que para luz vermelha ha um maximo 
de reflexao. 

4. Uma lamina de agua de sabao (fndice de refracao igual ao da agua), colo- 
cada mini aro vertical, escorre para baixo formando uma cunha. Observada por 
reflexao com luz de aodio (a = 5.390 A) incidents perpend ieularmente, verifica se 
que ha uma franja escura no topo e 4 franjas escuras por cm na lamina. Qua] e o 
angulo de abertura da cunha (em radianos)? 

S. Considere a experiencia dos aneis 
de Newton, descrita na Sec. 3.3. Uma 
Icntc plano-convex a de raio de cur- 
vatura R e colocada em contato com 
uma placa plana de vidro e iluminada 
na incidencia perpendicular (fig. ao 
lado). (a) Cakule a relacao entre as dts- 
tancias p e ft da figura na vizinhanga 
do ponto de contato O (h « R). (b) 
Calcule o raio p,„ do ;??-ssimo anel escuro, 
visto na luz refletida, com luz monocro- 
matica de comprimento de onda a. 

6. Considere o expenmento de Young 
com um feixe incidente 1 perpendicular 
ao anteparo e um ponto P na direcao 
9 do anteparo de observacao ©, onde a 
interferencia e construtiva. Se agora 
acrescentamos outro feixe incidente 2 que 
forma am angulo A 0 com o feixe 1, e se 
formos aumentando A 9, chegaremos a 
uma situacao onde a interferencia em P e 



1 ! 











J 
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destrutiva para o feixe 2, ou seja, os rnmimos de 2 caem sobre os maximos de 1 e ; 
se os dois feixes tern a mesma intensidade (e freqiiencia) . as franjas de interferen- 
cia desaparecem. Mostre que isso acontece para A 6 - 0,5 kid, onde il e a se- 
paracao das aberturas. Isso permite medir A 8. Relacione esse resultado com o 
interferomeiro estelar de Mi e nelson (Sec. 3.6). 

7. Para construir outro exemplo da relacao entre largura temporal Are largura 
especLra! Aco, considere o patote de ondas [cf. (3.46)] 




0 




em que a amplitude da contribtiicao de 
frequencia to e exp [ -<ii/{ Am)], ou 
seja, tem largura espectral A to (fig.)- Cal- 
cule E{t) e a largura temporal correspon- 
dente A f. Comente o resultado. 



Sugestao; Para calcular a integral, 
inie.gre pnr partes duas vezes. 



DIFRAgAO 




Consideremos (fig. 4.1) um pequeno 
orificio circular num anteparo opaco. 
ilu.mina.do por um feiKS paralelo de In; 
monocromalica. 

Seguado a lei da propagacao retih'nea 
da otica geometrica. o feixe transmi- 



Fig. 4.1 Difracao por um orlficto circular Lido atraves do orificio seria um cilin- 

dro circular, e formana uma imagera 
brilliants identica ao orificio aum anteparo de obscrvacao: fora desta regiao, a es- 
caridao seria completa (sombra geometrica). 

J& havia sido obscrvado por Francesco Maria Grimaldi. aum livro publicado 
postumamente em 1665, que, quando o orificio e muito pequeno, como um bu- 
raquinho de alfincte. e a distancia R ao anteparo de observacao e suficienlemente 
grande, verifica-se que a luz penetra na regiao de sombra geometrica, com o apare- 
cimento de franjas ciaras e escuras r,a vizinhanca do limite da sombra. 

Esses desvios da propagacao retilfnea da luz forarn chamados de difragaa. no- 
me ligado a "deflexao'Mos raios luminosos. Ne.sse seniido gencrico, tanto pode- 
aplicar-se a passagem airaves de ama abertura como ao "espalharnemo" por um 
□bsLaculo. 

Os fendmcnos dc difracao. como os dc intcrfcrcncia. aos quais cstao cstrci- 
tamente ligados, sao caraclerfsticos de uma teoria ondulaLdiia. Quanto maior o com- 
primento de onda em relacao as dimensoes da abertura ou obstaculo. mais fortes 
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devem ser os efeitos de difracao: na. experiencia acima, luz vermelha sofre desvios 
maiores do'que luz azul. Na aeustica, onde os compritnerttos dc ondo sao da mesma 
ordem de grandeza que o tamanho dos objetos encontrados na propagacao, os efei- 
tos de difracao sao rnuito fortes. 

E costume classificar os fenomenos de difracao em duas categorias, conforme 
a distancia R entre o "objeto difratante" e o ante part) de observacafl 0. Para distan- 
cias nao excessivamente grandes (veremos depois os criterios}, a "imagem" obser- 
vada preserva semelfianca com a forma geometrica do objeto, embora apareca 
rodeada on cntremeada por franjas claras e escuras. 

Para R suficientemente grand? (formal nierste R — > °° ), o resultada passa a de- 
pe.nde" <<nrne.nf?. da dire-:So at obscrvacao, e nao guards mais sernelharica com a 
forma geometrica do objeto. Por exemplo, para urn feixe paraleio incidente sobre 
uma abertnra, a dtica geometrica prediz que a intensidade para R -» ™ so e 9* 0 
;ia airecao do faixc mcidcnte, qualquer que seja a forma da abertnra (circular, 
retangular ou irregular). Na teoria ondulatoria, veremos que ha uma dependeneia da 
forma da abertura, mas a figures de difragdo observada nao e semelhante a forma 
geometrica da abcitura, t.c contrario do que sucede a distancia finita. 

No primeiro caso, em que ha uma semelhanca perceptfvel, dizemos que se 
:raia dc difracao de Fresnsi: no scgimdo (R -> ™ ), de difracao de Fraunhofer. 

3 L, th U 0 A fig. 4.2 ilustra uma forma de obser- 



L 2 , que ok focaliza em seu piano focal imagem, coincidente com o anteparo de 
observacao 0. Os diferemes pontos Pj ,P 2 , ... represeitfam imageas de direcoes di- 
feremes, de forma que se observa sobre © a figura de difracao de Fraunhofer. 

Vamos concentrar a atencao principalmente na difracao de Fraunhofer, que 
tern as aplicacoes mais imporUinies, liinitando-nos a uma discussao qualitativa da 
difracao de Fresnel. 

4.2 O Prineipio de Hwygens- Fresnel 

Vimos como Huygens deu uma explicacao qualitativa da propagacao retilf- 
nea baseada em ondas securidarias e na sua construcao geometrica, sem considerar 




var na pratica a difracao de Fraunho- 
fer. Uma fonte de luz coerente F no 
piano focal objeto da lente Lj produz 
um feixe incidente paraleio, que adage 
uma abertura num anteparo piano <A. 
Os feises difratados em diferentes di- 
recoes sao coletados por outra lente 



Fig. 4.2 Observagao da difracao de Fraunhofer 
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ondas monocromaticas. Vimos tambera, na Sec. 3.2, como tratar o experiniento de 
Young cdnsiderando cada oriffcio como fonte de ondas esfericas e fazendo-as inter- 
ferir. 

A ideia basica de Augustin Fresnel foi jnstamente combinar o princfpio de 
Huygens com o conceito de interferencia, apticando-o a propagacao de ondas mo- 
noc-rowtdticas. As fnodjflcaeoes basicas introduzidas por Fresnel no Princfpio de 
Huygens foram e-ntao as seguintEs: 

(i) As ondas esfericas secundaria 1 ; oriundas dos diferentes ponios de uma fren- 
te de onda sao coarentes. pois a frente de onda e uma superfrcie de fase constante. 

(ii) A onda num ponto ulterior 6 a resultawe da interferBncia de todas as 
ondas secimdarias, ievando em conta sua- diferenciis de fase associadas a percursos 
diferentes. 

(iii) A amplitude das ondas secundarias 
provenientes (fig. 4.3) de urn eleuiento de 
superlicie iio de uma frente de onda X 
nao e a mesma em rodas direcoes: e ma- 
xima na direcao n normal a frente de on- 
da (direcao do rain) e decresce lentamen- 
te e monotonicamente com o angulo 
9' = Z(P'P r n) ; caindo a 0 para 
0 ' - ~ (ao longo da frente de onda). 




Assim, a contribuicao de do a onda no ponto P seria, segundo Fresnel, pro- 
porcionai adocav(P'), a fimcSo de onda no ponto P' do qual doe um entorno, 
contendo alem disso um fator de obliqiddade maximo para 8' - 0 e ca- 

indo lent a e monotonicamente para zero quando 9 ' — > n/2. 

A contribuicao dv(P) do elemento da rv ponto P t portamo. segundo Fres- 

oei. 



,(P)=F(9>(P-)i 



onde t = I P T 3 !. 
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A onda resultante em P e entao 



, (P) = J d V (P) =J F (9')v (P'J ^1 do (4.2) 



onde a integral e estendida a loda a porciio nao-ob Simula gc z: pcr;ocs da 
frente de onda obstrui'das por anteparos ou outros obstaculos opacos nao con- 
tribuern. 

A (4.2) e a expressao analftica do Principio de tfnysens-tresnel. Kirchhoff 
do fa tor de obliquidadc F { 9 ). Entrctanto. is to nao sera nccc.^itrio por enquanto. 

4 ,-,3 © Biief®d@ «§«i§ ionas de Fressiei 

Segundo o Princfpro de Huygens-Fresr.el (4.2), a funcao de onda era Pea 
resultants da inttrferSncia de to das a- ondas es:er;cas sccuudaiias peovenientes dos 
pontos P' de Z. Sendo 2 uma frente de onda, a fase de v ( P ' ) e constants sobre X. 
Logo, a fase de cada onda secundaria e dada unicamente pelo fator de fase 
exp(ikr), correspondendo a defasagem kr. Tipicamente, kr » I e exp(iftr) varia 
rapidamente com P'. 

As contribuicocs dominances ncssa supcrposicao de ondas devem entao ser 
aqueks pa:a as quais a inlerfereacia 6 a mais constmtiva possivel. Islo acontece 
num entorno de urn ponto Oclelno qual a fase seja estacionaria, ou seja, varie 
o mi'nimo possfvel com a variacao de P'. Este e am resultado geral na super- 
posicao (interferencia) de ondas, conhecido come o i'rmcipio da Fase Estacio- 
naria. 



Conforms a am-a^iv) adniadttiLnLsrisimeiiie.iJHUriii^omiiinuooraLiiriemporaf e "''"*' sempre as-odatio 
a nnrfc rn-iMfri'iiiflii-fii de frequencia angular m. 
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No ca;o. kr e esiacioriario cuando 
r = OP e arfaimo, isio c, quandg r e a 
dist&ncla do ponco de observacao P a 
frente de onda £: O e portamo o pe da 
perpendicular tracada (fig. 4.4) de P a I, e 
0~P tern a direcao da normal n a £ em O. 
Isto signifies que OP corresponds ao ruio 
lum.ino.io oriundo de- 2 que passa por P, 
estabelecendo assim uma conexao com a 
otica geometries. O "poato de fase csla- 
cionaria" O chama-se o polo da frente de 
uridtt E relative au punLu P. 

Vejamos agora de que forma o Principio de Huygcns-Frcsncl cxplica a propa- 
gacao retilmea da luz no espaco livre, aplicaiidu-u it prvpakucao de uma onda pla- 
na, com 0 auxtlio de uma construcao geometrica, o metodo das zonas de Fresnel. 




Fig. 4.5 Zonas de Fresnel 




Suponhamos entao que v ( P ') e uma oada plana que se propaga na direcao z 
ec espaco livre. 
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e tomemos corao frente de onda Z o piano z = Q, unds v(P') = A. A (4.2) fica 



onde Z fi todo o piano z = 0. 

O polo O de X relativo a P e □ pe da perpendicular de P a £ (fig. 4.5), que 
tomaremos como origem das coordenadas. Seja z = OP. Com centra em P, con- 
sideremos uma serie de esferas de raios 



I' ( ) = 



P A -- 



(4.5) 



que cortam a frente de onda em cfrculos de raios (fig. 4.5) 

CTX-P! , OB = p, , OC-ft .... (4.6) 
cujos valores podemos calcular nos triangulos reiangulos POA, POB, POC, ... 



O A" = P A" -PO" 



OB = PB -PO 



Pi = {z + X) 1 - z 2 = 2 X z + X 2 



e, para o circulo de raio p„ 



Vamos tomar 



4.3 O attB&> on ;ona> d: finnr! 

Nesse caso, o ultimo termo da (4.7) pode ser desprezado, o que da 



as 



p, - V»U (» = 1 ,2,3,...) (4.9) 

ou seja, os raios crescem come a,s rafzes quadradas de numeros mteiros. 

Os circulos dividem o piano 2 numa serie de aneis circulares concentricos, 
que se chamam zonas de Fresnel. Por construcao, sendo k - 2n/X. 

fc r, = k + -yj - k z + tt 
ir, = i( z + X)=ftz + 2ic 



(4.10) 



ou seja, a contribuicao do ponto A a imc^ral (4.4) e>ia defasada de jc em relacao a 
do pcilo {'), a fie H dp. T.Tl , a rie. dp. 3tt. ... . Hrr, medio, ? npiitrihuricao da l. a zona 
de Fresnel interfere construtivamente com as da 3." , 5 a , ... e deslrutivamente, 
com as da 2. a , 4. a , 6. 3 , ... . 

A area da H-esima zona de Fresnel e 



(4.1J) 



ou seja, radas as zonas circulares tern aproximadametite a mesma area. 

Conio tomamos z » X , o fator de obiiquidade f ( « ) vana mmto pouco sobre 
a «-esima zona, e podemos toma-io sobre ela como tendo um valor constante F„, 
onde, pelas hipoteses de Fresnel, f„ e maxima para n = 1 e decresce lenia e mono- 
tonicamente quanda n c reset:, crm 



! lim F„ 



pois neste limite 0 — * %/2. 

Decompondo a integral numa serie de integrais sobre as zonas sucessivas, a 
(4.4) da entao: 
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Tomando coordenadas polares ( p , cp ) no piano E , com origera em O, a inte- 
gral sobre a zona n vai de p,.- 1 a p„ . Como o integrando nao depende de tp, 

da - 2%p a p (area do anei entre p e p + dp) 

Mas r 1 = p 2 4- z. 2 , com z fixo, implica 

pdp = rdr I - 2ndr (AAA) 

e a (4.13> fica 

v (p) = A^F„ J'* e' kr -2%dr 



1 «=i 



Mas, pela (4.10), it r„ - kz ■ + n it , e e" 1 - (- 1 )". 
Logo, 



(4.15) 
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confirm ando que as zonas de Fresnel impares interfcrem entre si construti vam.cn te, 
e destrulivamente com as pares. Esse era o objetWo da constnicao de Fresnel: todas 
as zonas tem a mesma area e ha diferencas de carninho medias X/ 1 entre duas 
zonas sucessivas. 

Para calcular a soma da serie (4.15), o mais simples 6 usar urn metodo grafico, 
representando-a como uma soma de vetores colineares, cujos modulos decrescem 
lenta e monotonicamente para zero [cf.(4.12>], e que apontam sucessivamente em 
sentidos opostoi, (serie alternada). 



j. 4.6 Soma q 



Para maior clareza, na fig. 4.6, os vetores 
foram deilocados sucv-ssivamente na ver- 
tical. A resultaute 

F, - F 2 + Fi - F, + ... + t-tf F„ 
aponta da origem de F> para a extremi- 
dade de (- 1 )' v r 7 . v e vemos pela simetria 
da figrira que 



A (4.15) fica portanto 



(4.17) 



e o resLiltado, obLido por Fresnel, e que a interferencia entre as contribuicoes das 
zonas sucessivas tem como efeito final em P a metade da conlribuicao da 1* zona. 
Como a (4.17) deve ser igual a (4.3), concllsfmos que 



1 



F(B' = 0) 



(4.18) 



e o Princi'pio de Huy gens -Fresnel (4.2) assume a forma mais explicita 



onde /{ 6 ' ) 6 agora lira fator adimensionai, 
monotonicamente para 0 ' — » ~ 

Uma fimcao com essas propriedades e 



= i para 9 ' = 0 , e que -¥ 0 lenta e 



j/(8')=cos8' 



(4.20) 



o que daria 




(4.21) 



onde r - : P P ' I, 9 - Z ( P P ' , u ) e n d o versor da normal a X em P ', no sen- 
tido da propagacao. 

A (4.21) 6 a forma explfcita do PRINCIPTO de HUYGENS-FRESNEL. Quan- 
doEe uma superflcie plana, foi demotistrado por Rayleigh que este resultado de- 
corre diretamente da equacao de oridas escalares, a unica aproximacao sendo que a 
distancia r 6 muito inaior que o comprimemo de onda \. 

Na pratica, porem. isso so permite calcular v ( P ) se ja conhecermos seus valo- 
res v ( P ' ) sobre X, o que em geral nao acontece. 

Entretanto, na teoria classica da difracao, estuda-se em geral a difracao por 
uma ou mais abemiras num ameparo piano opaco, nas seguinies condigOes: 

(i) As dimensoes das aberturas sao muito maiores que X. 

(il) As distancias do ponto de observacao P e da fonte F ao piano do anteparo 
sao muito maiores do que 7. e usualmente tambem muito maiores que as dimen- 
sSes das aberturas. 

Nessas condicoes (fig. 4.7), a onda incidente tern uma (rente de onda aproxi- 
madamente plana ao atingir o anteparo, e 
I a maior parte da intensidade deve ser 



Fig. 4.7 Jjstificaiiva da aproximagaa de Kirchhoff prevista pela otica geometrica, ou seja, 




mos entao para X uma superffcie plana si- 
tuada logo apos o anteparo, e chamarmos 
de S as porcoes de X situadas na sombra 
geometrica e de A (abertura) as demais 
porcoes, esperamos que v(P') sobre X- 
nao dit'ira muito da distribuicao que seria 



projetada na direcao di 



ira. Se tomar- 



v(P') = v a (P') (ooda mcidente) sobre A 



(4.22) 



,(F)-0 



(sombra geometrical sobre S 



Essa foi a aproximacao empregada por Kirchhoff em sen tratamento da di- 
fracao. Levando-a na (4.21), obtemos um resultado inteiraraente determinado: 



onde a integral se estende somente a abertura A e v 0 (P') e a onda incidents 
sobre A. 

Os resultados da teoria dc Kirchhoff la dif-acao. buss;;dos na (4.23), estao em 
bom acordo com a experiencia, na regiao onde os efeitos de difracao se observam 
usualmente, ou seja, desde que o ponlo observacao P esteja na vi7inh.ini"a do limife 
da sombra geometiica. Quando P penetra muito profund amenta na sombra. a inten- 
sidade se torna muito pequena e em geral nao e observada. 



O metodo das zonas de Frcsnel pemiite compreender de forma qualitativa a 
formacao da sombra geometries, e o aparecimento das franjas ce difracao que se 
observam na vizinhanca do limite entre a sombra geomelrica e s regime iiuminsda 
(figura de difracao de Fresnel). 

Para ver isso, consideremos uma aberlura A de forma qualquer num. anteparo 
piano opaco, iluminada por uma fonte punliforme F situada a uma distancia fmita, 
e procuremos estimar o comportamento da intensidude em diferentes pontos dc ob- 
servacao, somando as contribuicoes das zonas de Fresnel a eles associadas, como 
mdtodo de calculo da (4.23) analoco ao que empregaroos pai'a uma onda plana no 
espfK-o livre. 

O caminho de fase estacionaria cntre a fonte F e o ponto de observacao e a 
rera que une esses dois pontos. e a interseccao dessa reta com o piano do anteparo 
e o polo relativo ao ponto de observacao, que e tambem o centra do sistema de 
zonas de Fresnel correspondents 
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Fig. 4.G Polos relative a difere-.te3 scitoj 
de observacao 



A fig. 4.8 mostra a fonte F e cin- 

co pontes de observacao Pi P.> 

com Pi proximo a parte central da re- 
giao iluminada, P, ja. bem dentro da 
sombra geometrica, P 4 no limite da 
sombra e P 3 perto dcsse limite, para 
uma abertura A de forma qualqrter. Os 
porttos O] , ... , O5 sao os polos corrcs- 
pondentes, interseccoes de FPi , ... , FP, 
torn o piano 5 + A. 




Fig. 4.9(a) Zonas de Fresnel para P t 

a inteasidade em Pi (parte centra! da 
que se o ante par o v.m existissc 



A., fig.. 4.9(a) mostra o sistema de zo- 
naS de Fresnel nao obstrufdas com 
centra em 0\, na regiao central do A, e 
a soma de vetores correspondences. A 
unica mudanca com respeito ao espaco 
livre 6 que as ultimas zonas de Fresnel 
deseobertas dao uma contribuicao irre- 
gular, mas ja muito pcqnena, de modo 
que a resultante R & aioda muito pro- 
xima de ^ F] , como na (4. 1 6). Logo, 
ao iluminada) e prati cam ante a mesma 



_R_ 




Fig. 4.9(h) Zonas de Fresnel para P 2 



Para Pi, o polo O2 ja se aproxima da 
beirada de A. Na fig. 4.9(b), as duas 
primeiras zonas esiio deseobertas, mas 
as seguintss yi vao s : ?nrio obstrufdas, e 
R 6 bastante < -y. 

Logo, temos uma fraoja escura, embo- 
ra P 2 ainda esteja na regiao iluminada 
da 6tica geometrica. 
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x 



Fig. 4.9(c) Zcnas cie Fresnet para P 3 



Em P 3 [fig. 4.9(c)], o polo 0 3 6 tal que 
a I." zona est a descoberta, mas as 
seguintes ja vao sendo cada vez mais 
obstrmdas. A resuitante R 6 > \ F~\ , 
de forma que se teni uma franja clara 
na regiao iluminada (perto da tran- 
sicao para a sonibra) mais interim do 
que existiria na propagacao livre. 



O. R_ 




Fig. 4.9(d) Zonas de i-resnel para P 4 




Fig. 4.9(e) Zcnas ds Fresrai para P 5 



O ponto P± esta no iimite da .sonibra 
geometrica, de forma que o polo cor- 
respondent 0 4 cai no contorno da a- 
bertura [fig. 4.9(d)]. A resultante c da 
ordem de uma parte da fracao exposta 
da primeira zona. Logo, a iniensidade 
nao cai descontinaamente para zero no 
iimite da sombra, como preve a btica 
geometrica: ha urn decrescimo gradual 
da intensidade. 

Finalmente, em l\ ja bcm dentro da 
sombra geometrica, o polo Os cai so- 
bre o anteparo opaco. loage da aber- 
tura A [fig. 4.9(e)]. A primeira e a 
ultima fracoes de zona expostas con- 
tribuem muito pouco, e a resultante c 
muito pequena (a intensidade varia 
com R 1 '.). Logo, temos escuridao 
quase completa, aproximando o resul- 
lado da oiica geometrica. 



Para pontos como P, e P 5 , os resuiiados dependem muito pouco da forma da 
abertura, juslificando a vafidadc da propagacao rclilfnea (dtica geometrica) como 
muito boa aproxi macao. Para pontos como P?,P 3 ,P4, mais prdximos da transicao 
luz/sombra, aparecem franjas claras c escuras que dependem mais da forma da 
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abertura, correspondendo a oscilacao periodica com as porcoes de zonas que vao 
sendo obstruidas. 

Admitimos na discussac- acima que a abertura content muitas zones de Fres- 
nel, e vimos que os resultados guardam uma relaeao cie seniellianea com a forma 
geometrica da abertura, o que, na classificacao da Seg. 4.1, caracteriza a regiao de 
difracao de Fresnel. 

Conforme vimos no exemplo da (4.1), os raios das zonas de Fresnel crescent a 
medida que o ponto de nbservacao P se afasta da abertura. Quando a distancia se 
torna suficientemente grande para que a abertura toda esteja contida denim de 
uma zona dt Frond, ei.l/aiiio-, hl regitu do de Fraunhofer e a figura de 

difracao, conforme veremos, deisa de ter semelhanca geometrica com a forma da 
abertura A. 

Outra condicSo -juc admitimos oo tratamento acima foi que a primeira e a 
ultima zona expostas no con t onto de A dao con tribui goes muito pequenas. Tsso po- 
de nao ser valido para formas especia-mente simetricas de A e/ou para posicoes 
especiais do ponto de observacao P, conforme ilustrado pelos exemp!os seguintes. 

Exemplo 4.1: Difragao de Fresnel no eixo de uma abertura circular 



R 




Tig. 4.10 Zunas co Fresfle n~ e.xo 
lie urns atartif i i . 1. 1 ii 



Este e urn caso de excecao devido a 
simetria especial. Conforme mostra a 
fig. 4.10, para urn ponto de observa- 
cao P sobre o eixo de uma abertura 
circular (e uma onda incidents plana 
perpendicular ao anteparo), o polo O 
coincide com o centra da abertura, de 
forma que o contorno da abertura podc 
coiacidir com o contorno de uma zona 
de Fresnel, dependendo da distancia 
OP = z [cf. (fig. 4.9)]. 



Se o numero de zonas de Fresnel que caem dentro da abertura e um inteiro 
j'tnpar, como na fig. 4.10, a resultante R e muito prdxima de F s . de modo que a 
imensidade em P e da ordem de 4 vezes a inlensidade da oiida iricidente. Por outro 
lado, se e um inteiro par, a resultante e = 0, de forma que a intensidade prati- 
camente se anula, embora o ponto de observacao esteja dentro da regiao iluminada. 
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Se a 6 o raio da abertura, o niimero de zonas de Fresnel nela contido e o 
maior inteiro contido em 




(4.24) 



que varia com a disiancia z- Ponariio, a intensidade ao longo do eixo oscila entre 
os valorem extremos acima: ~ 4-fo (onde l« e a intensidade incidente) e 0. 

Se o ponto de observacao P se afasta do eixo. este efeito se torna rapidamenle 
menos pronunciado (verifique!); a figura de difracao, por simetria, tem a forma de 
aneis concentricos. 



Exemplo 4.2. Lente de Fresnel 



Para urn dado ponto de observacao. que 
acontece se bloquearmos (tornando-as 
opacas) todas as zunas de Fresnel pares 
(fig. 4.11), deixando desobstrufdas ape- 
nas as impares? 

Coriforme resulta da fig. 4.6, as coolri- 
buicoes de todas as zonas descobertas 
interferem entao construtivamente . Se o 
niimero delas 6 N. a resnltanle e = NFi, 
e a intensidade e = 4N 2 la . onde f 0 ea 
intensidade incidente. Para A r grande, 
podemos obter assim lima forte concen- 
iracao de intensidade em P, onde P esta 
no eixo de simetria; para P fora do eixo, a intensidade cai rapidamente, mostrando 
que se trata. de um efeito de focalizacao. 

Um efeito correspondente ocone para uma onda incidente esfeiica. originaria 
de uma fonte F puriilforme. definmdo de forma analoga as zonas de Fresnel. Exisie 
nesse caso uma formula semeltiante a das lentes delgadas, relacionando as distan- 
cias da fonte e do "ponto imagem" P ao polo O. A demonstracao sera deixada para 
os problemas (Probt.4.3). 

Na prStica, a "lente" de Fresnel 6 uma replica fotografica reduzida de uma 
figura como a fig. 4.11. 




Fig. 4.11 LerHe de Fresnel 
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Excmplo 4.3. Difracao r 



3 de um disco circular 



Consideremos agora urn pequeno dis- 
co circular opaco iluminado par uma 
onda plana incidente perpendicular- 
mente sobre ele, e um ponto de obser- 
vacao P sitiiacin sobre o eixo de sime- 
tria (fig. 4.12). 

A partir da primeira zona de Fresnel 
que estiver descoberta, as contribui- 
cdes sao as mesmas que na propaga- 



o fator de i 



dim 



;leta 



riijui 



5es. Lo- 



go, o resultado quase nao difere do que se obtem para uma onda plana, no espaco 
livre. Numa pequena vizinhanca do ponto P, quando nos afastamos do eixo, a in- 
tensidade eontiuua proxima da da onda incidente, mas tende a cair rapidamente por 
razees analogas as que vimos ao explicar a formacao da sombra geornetrica. 

Logo, bem no centra da somhra geornetrica de um disco opaco circular, deve 
existir uma pequena mancha brilhante, com a mtensidade da onda incidents. A 
razao e que, devido a especial simetria, ha intcrfcrcr.cia constru'eiva das ondas sc- 
candarias num tai ponio. 

A teoria de Fresnel da difracao foi primeiro apresentada numa mcmoria encami- 
nhada a Academia de Ciencias de Paris para concorrer a um prSmio. destinado a quern 
mcllior eonse Suisse ssplicar os e'eitos de difracao. Um dos membros da comissao 
julgadora era o matematico Simeon Denis Poisson, partidaric da teoria corpuscular. 

Poisson percebeu que uma das consequencias da ieoria de Fresnel weria a exis;reii- 
cia dessa mancha brilhante no centra da sombra de um disco circular, o cue "ihc 
pitri'-ceu absurdo, e levantou esta objecao ao trabalho apresentado. 

Com a ajuda do ffsico Francois Arago, Fresnel conseguiu realizar a experiencia, 
mostrando que a mancha brilhanle efelivai'iieiile apasecia. Fresnel =Lii:!!u'L- u [jie:i.io. 
Entretanto, a mancha brilhante passou a ser conhecida eomo a mancha de Poissonl 



4.5 Difracao de Fraunhofer 

Vimos na Sec. 4.1 que, para uma distal 
ponto de observacao P a abertuia A, entra-se r 



:ia R "suficientemeiite grande" do 
. regiao de difracao dx Fruunhcjer, 
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onde a figura de difracao corresponde a variacao da intensidade com a direcao de 
observacao; vitnos tambem como ela pode ser observada, com o auxflio de kntes. 

O que e "'suficienisinente grande"? E uma distancia para a qiial nab mais se 
observam os efeitos de difracao de FresneL por ser o diametm maxima D da aber- 
tura A niuiio menor que o raio da primeira zona de FresneL de modo que a abertura 
compreende apenas uma fracao de uma zona de Fresnel. 

A coildicao para que isso aconteca [cf.(4.24)] e que seja 



(4.25) 



Por exemplo. para D ~ 0.5 mm e a. ~ 5 x I0~ 3 cm , isio da R » 0,5 m . Na 
pratica, a observacao no piano focal imagem de uma lente (fig. 4.2) equivale a 
fazer R -> ™, de forma que esta condicao e .satisfeita. 



Vamos agora (fig. 4.13) (omat a 
origem mim ponto O fixo da abertura 
A. Se ifc e o vo.rsor da direcao de pro- 
pagacao da oada plana incidente, e P' 
tim ponto de A, com OP' = x ; temos, 
na (4.23). 








K'i -V' 









«0 



_. . n ._ . . _ . , Amplitude incidente 

Fig= 4,13 Diiracaa is Fraunho'sr 

Por outro I ado. com OP = R e PF = r, a fig. 4.13 da, para R -i 'V", 



= OP-OP ^ R - a x' 

* 

i 

Projccao de OP ' sobre OP 



(4.27) 



onde u e o versor da direcao de abservagan OP. 

Como na Sec. 3.2, podetnos substiluir r por R no denoininador de exp (ikr) / i 
(onda esferica que se propaga de P ' a P), mas nao no numerador, pois a fase k r da 
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exponential varia bastante dentro da abertura, cujo diameiro D 6 » k. Logo, a 
(4.27) da 



: exp \ik (ft-u-x') 



(4.28) 



Substimindo ai (4,26) e (4.28) na expressao (4.23) do Principio de Huygens-Fres- 
nel-Kirchhoff, obtemos 



v(p)= ~ j«. 8* o, <**<*■ 



onde usamos a n:):acao rf .v ' para o elemenio </o de superffcie sobre A. 

O fator de obliquidade cos 9' tambem varia muito pouco sobre A: como a 
maior parte da intensidade ira para direcoe^ prdximas de Ur>. podemos substituf-lo 
por cos 8a, onde Bo e o angulo entre a direcao incidente e a normal ao piano de A 
(fig. 4.13). Finalmente, fica 



seria o vetor de onda de uma onda plana que se propaga! 
vacao u . 

Podemos reescrever a (4.29) da seguinte forma: 



>{>) = «,/(*. a, a„)i 



(4.30) 

l dk-ecao de cbf>ei' 



(4.31) 



(4.32) 
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A interpret acao ffsiea desssi resultados e simples. A (4.31) represents uma 
onda esferica emanada da abertura, cuja linica dependencia da distaacia e dada 
pelo fator exp ( i k R ) / R de propagaoao da onda esferica. Isso eoncorda com a 
expectativa de que. vista desde uma distancia suficienremerHe grande, a aberrara 

Entretanto. a amplitude da onda esferica (proporcional a amplitude a v da onda 
incidentej depend e das direeoes de ineidencia 113 e de observacao u, atraves do 
fator f{k,u, vq), que representa a amplitude de difracao na direcao u. Isso tambem 
concorda com o que foi dito na Sec. 4.1: a j'igura de difragao de Fraunhofer so 
depends, das direc-oes, embora a intensidade caia com 1 / R \ 

A (4.32) tambem tern uma interpreta- 
P', c&o ffsiea iniediaia. Com efeito (fig. 

4.14), seja P,P'P,' urn percurso com 
P'„ ineidencia ^egundo PiP'(//uj) e di- 
fratado na direcao P ' P, ' ( //£), o que 
da origem a uma contribuigao a inte- 
gral (4.32). Consideremos o percurso 
paralelo PoOP 0 ' (fig. 4.14), passando 
pela origem O (fixa). 
A diferenca de caminho entre esses 
dois percursos e 



BP'-OC = uo X--U-X- = (u„-fi)-x' i (4.33) 



e a diferenca de fo.se correspondents e - 11) ■ x'. 

Logo, a integral na (4.32) e o fator de interferincia, que leva em conta as 
diferencas de fase na superposicao das contribuicoes dos diferentes pontos P' da 
abemira. Note que as lentes Li e hi no dispositive) de observacao da fig. 4.2 nao 
introduzem defasagens adicionais nos trajetos ate os focos, pois, pclo Principio de 
Fermat, os cammtsos oticos entre as frerites de onda OB e CP' da fig. 4.14 e os 
focos sao iguais. 
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A intensidade maxima se obtem na direcao u = Us, para a qual a interferencia 
; construtiva (direcao de propagacao geometrical e e dada por 



onde Ca e a oreii rfa ahertura A. 

Em geral, in teres sa-nos a distribuicao relativa da amplitude, comparada com 
sen maximo para u = on, que, pelas (4.32) e (4.34), e dada por 



onde simplificamos a notacao. A razao das intensldades e o modulo ao quadrado 
da razao das amplitudes: 



(4.36) 



Podemos simplificar ainda mais o resnJtado limitando-nos ao caso da incidencia 
perpendicular ao anteparo, em que 



j < ■ x- = Q j 



Nessc caso, vein 



(4.37) 



(4.38) 



bastando levar em conta as defasagens associadas aos raios difratados na direcao 
u [compare com a (4.28)]. O caso geral obtim-se substituindo u u - Uj. 



4.6 Abertura retangular 
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Consideremoi uma abertura retangular 
dc lados 2a e 2b num anteparo opaco. 
iluminada perpend icrularme ale por uma 
otida plana. Tomemos a orijjem O no 
k, ' " centra do retangulo (piano z = 0, fig. 
4.15). Sejam ( a ; P , y) os cosenos di- 

u; s ( ft , fS , y) , k =; Jfc n. Temos entao, 
com x' - (V . v ' . 0 ) na (4.38), 



Fig. 4.15 Abertura 



5 e -fi-ctj' 

e ffi - ( 2a } ( 2b ) - 4 no, de forma que 



n(taa) sen (A p ^) 



a. J 



eT""' 11 '' x' — 



sen (k a a) sen (it j3 b) 



(4.39) 



e resulta Ecf.(4.38j] 



onde 



(4.41) 



Se tivessemos incidencia nun a cii-ecao qualquer, ua - ( <Xo . J3 a ,70). a unica 
diferertea seria a substituigao: a -» a - On , J3 -» P - po. na (4.41) [cf .(4.36)1. 

O grafico da funcao sen 2 v/v 2 foi representado na fig. 3. 19. E uma funcao 
par de 1-, que se anula nos pontos v„ - n ji (n - 1 , 2 , ... ) e € = 1 (inaximo prin- 
cipal) em v = 0. 




Ele esta novamente reproduzido na fig. 4.16, onde foram indicadas as posicoes 
dos maximos secundarios, que vao se aproximando de ( n + | J 71 , e os valores da 
funcao nesses maximos, que caem rapidamente, devido ao fator 1/v 2 . 
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Pela (4.40), a figura de difracao e o 
produto de dois fatores desse tipo. A 
inxnsicadc se anula em 

Km — hx/(fea) - n X/(_2a) 

(" = 1,2,...) 

p,„ = mnJ{kb) = m\/(2b~) 

{Mm 1,2,...) 

Fig. 4.17 Figu.a de difrae&Q de urn 0 1 ue defille uma rcde de "^S 11105 

abertura relarigular de dimeusoes inversamenle prapor- 

cionais as da abertum (fig. 4.17, onde 
a afcermra e o raaugulo Iiacnurado a esquerda). 

Usando os valores de sen 1 v / v 2 nos maximos, foram coloeados nos centres de 
retangitlos da fig. 4.17 os valores maximos da intensidade eni ceda retangulo, nor- 
malizados ao valor 100 no cenlro da figura (a = P = 0) ; na otica geometrica, a 
intensidade so seria ^ 0 neste ponto central, que represents a direcao de incideacia. 

Os valores decrescem rapidamente fora dos bracos da cruz central: a figura de 
difracao tem o aspecto de uma Cruz luminosa, com os bracos sulcados por franjas 
escuras. 

A semi-abertura angular de cada braco da cruz e inversameiite proporcional 
ao lado do retangulo que Ihe deu origem: 

Aa = l/ {2a) , A g = 1 / (2b) (4.42) 

Assirru quanto mais estreito for um lado do retangulo, mais largo o feise di- 
fratado n;i direc ic em-respondente, o que con^orda com a id6ia de que os efeitos de 

Pela fig. 4.15, vemos que as (4.42) tambem definem os leques de valores de 
e ky encontrados na onda difratads ' demmio varrido pelo vetor k), e temos 



At. =tfla = -,At t ~ A: A (J K \ (4.43) 
a b ; 



ou ainda, usando as notacoes Ax = la , Ay s 2b para as larguras da abertura. 
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(4.44) 



1 06 mm 



o que jnstifica a relacao Ak± A d± 
transversal' [cf. (3.52)]. 




Fig. 4. 18 Figura de difracao de urns 
aberiuta irianguiar 



~ 2k cmpregada na discussao da coerSncia 



Nao e apenas uma abertura retangular 
que produz "toques" ds luz difratada. 
Isso vale para qoalquer abertura de forma 
poligonal. com os bracos dos leques per- 
pendiculares aos lados do polfgono. As- 
sim. uma abertura triangular produz- urn 
leque de 6 bracos (fig. 4.18). 

E devido a pequenas irregularidades 
iias iris dus nossos olhos ipie vemos as 
cstrelas com "pontas". Sem essas irregu- 
laridades. venamos a figura de difracao 
de urn orificio circular, formada de aueis 
concentricos (cf. Sec, 4.8). 



4.7 Difracao de Fraunhofer per uma fenda 

Uma fenda 6 urn retangufo era que urn dos lados e » que o outro, de forma 
que sua figura de difracao 6 urn caso particular da que foi discutida na Sec. 4.6, 
com (p. ex.) 




Na figura de difracao da abertura re- 
tangular, se formos aumentando b. a 
figura de difracao na direcao [5 vai-sc 
contraindo, ate reduzir-se praticamente 
ao maximo principal p - 0 (ou 
[5 = Pn se 4- 0 para a direcao de in- 
cidencia). Assim, a figura de difracao 
da fenda e uma linha luminosa orien- 
lada na direcao _L a fenda e 
em a pelo fator sen 7 X/X 2 . 
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Em lugar de uma unica direcao de incidencia vq. costuma-se iluniinar a fenda 
por urn /cue de direcoo, cm que (p. ex.) po varia entre 2 limites, ± (3 ; , bastante 
amplos, constituindo uma fonte linear. 

Para isi.u. r.u dispositive iluslrado na fig. 4.2, basta subsiituir a fonte punti- 
forme F no piano focal objeto da lente Lj por uma fenda paralela a fenda objeto, 
iluminada de forma hv::uzrtm? (fenda-fonte extensa). Cada ponto dela produz uma 
figura de difraeao Lipo linba luminosa (fig. 4.19, onde as lentes nao foram repre- 
sentadas), e a incoerencia das fontes F] . Ft , F; , ... implicit que as iniensidudes das 
figmas de difraeao respectivas se somam. Figuras oriundas ce ponxs -fonte adja- 
centes se justapoem, dando origern a uma serie de faixas d:uas e eseuras paialelas 
ao lado maior da fenda. 

Analiiicamenie, isso equivale a imegrar (somar) as imensidades obtidas para o 
retarigulo, onde (J -» [3 - po , em relacao a j3 0 , sntre os limites ± jS, , o que, 
para Y = k b ( P - % ) . leva a [cf. (4.40)1 

i y- 

onde supomos Yi suficientemente grande para abarcar o pico central da curva (fig. 
4.16) e varies picos laterais. 0 resultado e uma constante praticamente inde- 
pendence de P , de forma que se obtem, da (4.40), 




(4.46) 



onde X - kaa [ou ka ( a - a c ) , para oto # 0 ]. 

Esse resultado tambem poderia ter sido obtido de uma versao simpiiftcada da 
(4.35), valida para uma fonte linear incoerente do tipo descrito acima: 



/(*■«) 



onde a area a» da aberiura e substiiwda pel a largura 2a da fenda. 



Vemos na fig. 4.20 que o coseno di- 
retor do angulo entre u e Ox e 



a = cos [ - - 0j = sen 9 (4.48) 
de modo que (tomando Oo = 0) 



_JL 



Fig. 4.20 Diferensa de fase 



\X = lraa = ka 



) = i- OB' 



(4.49) 

e a diferenca de fase entre um raio difra- 
tado que passa pelo centra O da fenda e 
outro que passa pelo extremo superior B. 



Se essa diferenca for = jf, as contribuicfjes dc B e de O se cancelam por inter- 
ferencia destrativa, e o mesrao acontece com cada par de elementos dx' distantes 
de a um do outro na metade superior e na metads inferior da fenda. (sso explica 
por que X = ha - t ji e uma linria nodal (franjii e^cuia) da figura de difracao, 

Se a diferenca de fase for = nil, basta subdividir a fenda era 2n partes iguais 
c repetir o raciocmio para cada par de partes adjacentes. Interpret am -se assim os 
zeros dc intensidade da figura de difracao da fenda. 



Fig. 4.21 Abertura angular 



O pico central de difracao contem -91% 
da intensidade, de forma que sua abertura 
angular define a abertura angular do feixe 
difraiado. Para 

2 a ~ 1 mm e X = 5 x i0" 5 cm 
6 7>./{2a) = 5 X 10 rad, de modo que 
podemos tomar sen 8 = 6 e concluir que, 
apos passar peia fenda, um feixe incideu- 
te paralelo adquire (na regiao de Fraun- 
hofer) uma abertura angular (fig. 4.21) 
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4.8 Aberfura circular. Poder separator 




Fig. 4.22 Abertu _ a circUsr 

ii - (sen AO, cos H) 

X' = (p 66 s cp , p sen i 



Para uma aberfnr;! circiiiEr rte raio a, com 
incidencia perpendicular, a figara de di- 
fracao € sim&rica em torno de Oz (fig. 
4.22), de modo que podemos, sem restri- 
cao da generalidade, Lomar u no piano xz, 
e tomar coordenadas polares com origem no 
centro da abertura para x', na (4.38): 



> u ■ x' = p sen 8 costp 



- x' - p A p d cp 



JY'"* 5 "*' d~ £ = Jpdp Jrf 



(4.51) 



e Cm = ji a na (4.38). 

A integral (4.51) nao se reduz a uma funcao elemental 1 , como aconLeceu com 
a (4.47). E3a se exprime em termos de uma funcao ./, ( u ) chamada "funcao de 
Bessel de ordem ran", levando a 



..4[j,(uvur 




0,02 
,22n | 2,237t 



Fig. 4.23 Grafico da (4.52) 



/(0) [ feasene J 



(4.52) 



Entretanto. nao sera necessario conhecer 
mais do que as propriedades qualitativas 
dessa funcao, que sao muito semelhantes 
as da funcao sen 2 u /it \ como se ve pelo 
*' u grafico da fig. 4.23. 
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Fig. 4.24 Figu'a tie difracao jma 
abertura circular 



A maior parte da lntensida.de vai para 
o pico central ( - 84% j, que corres- 
ponds ao disco central brilhante da fi- 
gura de difracao, rodeado de an6is 
concentricos (fig. 4.24) cscuros c cla- 
ros (rnas bem mais palidos). 

O pico de difracao dianteiro rem 
uma abertura angular dada por (cf. fig. 
4.23) 



k a stole = — a send = 1.22 s 

o que da 



sen6~ AG = 0,61- (4-53) 
a | 



resultado devido a Airy, que tern aplicacoes impnnanres no calcuto do poder sepa- 
rador de instrumentos dticos. 

Nuni in strum en to otico, a luz proveniente de urn ponto do obje'io atravessa em 
geral uma serie de aberturas circulares: diafragmas, lentes, etc.. Mestno corrigindo 
da mellior forma puisivel as abenacucs, a imagem de um ponto nao e puntiformc, 
devido a limitacao fundamental imposia pela dfragao nas aberturas circulares atra- 
vessadas. 

Podemos tomar como imagem de um ponto fonts o disco central de difrmjau, 
de abertura angular dada pela (4.53). 

Se dois pontos do objeto estiverem muito prdximos, os discos centrais de di- 
fracao nas imagens dos dois pontos se sobrepoem; vemos entao uma so mancha 
lumir.osa. iilc conseguindo disthigui los. Nao adianta nesse caso ampliar a ima- 
gem: por mais que se amplie, nao separaremos um ponto do oturo. 

0 criteria de Rayhd^h, euipregado na definicao do poder separador, 6 analogo 
ao da fig. 3.16: para que as imagens de dois pontos incocretitci possam ser se- 
paradas. basia que a maxima central ds difraede assocludu a tunu, deias cududdo. 
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Fig, 4.25 Unite do poder ssp=iadc 



A fig. 4.25 mostra, em termos dos 
graficos de irttensidade e dos discos de 
difracao, as imagens de dois pontos que 
esiao no limite do poder separador. 

No cnt.0 do telescopic, o que inteies- 
sa e a separacao angular minima cntre 
dois pontos luminosos (estrela dupla, p. 
ex.) que ainda permits distingui-los. Essa 
separacao A 8 6 dada pela formula de Ai- 
ry (4.53), onde a e o raio da abjeiiva do 
telescdpio, que produz a imagem. A fun- 
cao da ocular, como vimo^ na Sec. 2.9, e 
ular suficiente da imagem. E poi essa razao que 



apenas produzir urn aumento l 
se constroem telescdpios com objeiivas de raio grartde. 

Vemos tambem que o poder separador e diretamente proporcional ao compri- 
mento de onda. Essa e a principal limitacao de urn microscopio 6tico. A razao pela 
qual se conseguem aumentos bem mais elevados com urn microscopio eletronico e 
a reducao do comprimento de onda: discutiremos na ffsica quantica como associar 
um comprimento dc onda aos eisiroiii. 



0 Princ(pio de Babinet 



0 



Dizemos que dois dispositivos de di- 
■! fracao associados a um anteparo piano 
i 3 sao complementares quando o que e 
abertura num deles e purtc do anteparo 

opaco no outro. Exemplo: a difracao por 
uma abertura circular de raio a nam 
anteparo piano e a difracao por um 
disco circular opaco de raio a (fig. 
4.26). Se chamarmos de S a parte opaca do anteparo e A a abertura, como na fig. 
4.7, os dois dispositivos diferem pela troca S «-» A. 

Se chamarmos de v A a funcao de onda difratada pela abertura e de vs aquela 
correspond ente ao arranjo eomplementar, o prinefpio de Huygens-Fresnel na apro- 
xinacdo tic Kirch'iofj' >--.23) mostra que 



Fig. 4.28 Dispositivos ec m pi ernen tares 



*, (p)+ », ( p ) - ]x i cos ( p '> V ^ " * 



Mas S+Aso piano 1 complete Logo, pela (4.21), 



|-.W+"..(P)"-.(P) (4.54) 

ou seja, a soma das ondas difratadas em P pnr dots ahpasitivos complementares e 
igual a onda incidente em P propagada ihrcmcntc isctn anteparo). Esse € o prin- 
ciple) de Babinet. 

Uma consequencia importante desse princi'pio e sua aplicacao a difracao de 
Fraimhofer. Nesse caso. o ponto P esta a grande distaticia, numa direcao u, e 
temos 



(4.55) 



pois a onda plana incidente so contribui na sua direcao de propagacao (ponto c 
tral da figura de difracao). 
Logo, a (4.54) da 



* K) (4.56) 



pois a inlensidade / - I v I 

Portanto, exceto «a direcao de propagacao, as figura s da difiacac de Fraun- 
kufei uauciadui u dot:, d : spo.drivos camplememann- sac igiia'.A. 

A figura de difracao de Fraunhofer de um disco circular e poitanto a mesma 
que a de uma abertura circular de mesma raio. on seja, e formada de aneis circu- 
lares concentricos- 
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Fig. 4.27 Difragao pot uma esiers 

Ainda dentro do dormiiio de aplicabilidade da aproximacao de Kirchhoff, a 
figura de difracao de Fraunhofer de ran disco circular de raio a tambem coincide 
com aquela asscciada a uma esfera (fig. 4.2~!) de raio a. pois ambas bloqueiam a 
mesma porcao circular da onda incidente. 

Logo, uma partfcula esferica tambem produz um pica de difraeac dlciv.eb'O. it 
abertura angular dada pela (4.53). rodeado do arcis conccntricos. Ao longo do eixo 
de simeiria, esse pico e urn prokmgamento da mancha briihante de Poisson encon- 
trada na regiao de Fresrtel. 

As coroGS de difracao vistas em tonic da Lua sao devidas a difracao por gotf- 
culas dc agua esfericas nas nuvens. Cada goiinha produz sua figura de difracao e 
as imertsidades se superpoem (fomes incoeremes). 0 diametro angular tipico 6 al- 
gumas_yezes o diametro angular da Lua, que e de = 0,5". Tomando A G - 3~ - ^ 
rad, e X - 5 x 10~ J cm = 0,5 um, a (4.55) inosira que o rak; medio das gotinhas e 
da ordem de uma dezena de um. A beirada externa das coroas 6 avermelliada, 
mostrando que se trata de um efeito de difracao: o vermelho e mais fortemente 
desviado do que o azul. 

4.9 Par de fendas @ rede de difracao 

Consideremos agora a difracao de Fraun- 
hofer por um par de fendas (fig. 4.28) de 
mesma largura 2a, cujos centros O e O ' 
estao separados por uma distancia d (lo- 
maraos 0 como origem). 
Vamos tomar como disposirivo de ilami- 
nacao uma fonte linear incoerente, obtida 
iluminando por uma fonte extensa uma 
fenda paralela as consideiadas, como na 
fig. 4.19. 




1 1 4 Dib^c 

Nesse caso, podemos aplicat a versao simplificada. anaicga a (4.47), dos re- 
suhados anteriores: 




(4.57) 



onde, para simplificar, Tomamos incidencia _L e C e a constante de normal izacao. 
Com a mudanca de variavel x' — d + x na 2' integral, vein 



e a (4.57) fica 

J/(t,cx)=.A (k,a) (4.59) 



onde /i (A", a) 6 a amplitude de Fraunhofer devida a uma so fenda, dada pela 

(4.47) (cam oco - Q ). 

A interpre:acao fi'sica da (4.59) e imediata: a contribuicao da 2. a fenda so dife- 
re da l. a pelo fator de fase esp(-i iarf) , que resulta da defasagem associada a 
diferent;a de caminho entre as contribuicOes de poatos correspondentes das duas 
fendas. 

Reconhecemos na expressao entre colchetes da (4.59) o mesmo fator de inter- 
ferencia ja encontrado na discussao do experiment© de Young; como vimos na 

(4.48) , a = sen 6 , onde Geo angulo entre a direcao de observacao e a normal ao 
piano do anteparo. De fato, o arranjo experimentai coincide com o do experimento 
de Young de duas fendas, observado na regiao de Fraunhofer. 

A distribuicao de intensidade e entao dada pela (3.22): 



(4.60) 



4.9 Pa, Mm t ,Kte de dJr^S: 



115 



i^Ha^ A ^ S: d sen 9 j 



(4.61) 



6 a defasagem entre pantos correspondentes das duas fendas e h { a ) a intensidade 
que terfamos se apenas rnna fenda estivesse aberta, dada explicitamente pela (4.46). 

A funcao cos 2 (A/2) e Lima funcao per Mica da defasagem A , de perfodo 
2k, cujos maximos correspondent as direcoes de interjerencio. consindivu: 

A„, - 2 m % « o. d — d sen 9 — \ (m - 0 , ± I . ± 2 , .. ,) (4.62) 

A funcao /i(a) e proporcional a sen 2 X/X 2 , e seu pico central esta com- 
preendido entre os pontos 



Temos, necessariamente. d > 2& ;por que?), e vanio^ super que a espacaimnto d 
entre as duas fendas e algumas vezes malar que a largura la de coda fenda. 



X = kttu ±K <=> 



a.a = a 



6 = ±% / 2 



(4.63) 




Fig. 4.29 Figura de difrajao de urn par de fendas 



Nesse caso, o fator /, ( a ) de difracao por uraa so feada varia lentamente com a, 
em confronto com o fator ds interferencia 4cos"!A/2), e seu efeito 6 produzir 
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uma modulacac do fetor de interferencia , conforme ilustrado na fig. 4.29. Os ma- 
ximos de interferencia dados pela (4.62), que se chamam mdximos principals, va- 
riant lcntamcnte dc intensidade devido ao produto por h(a). 



E facil agora generalizar esses resultados ao easo em que temos A'fendas iden- 
ticas, de largura 2a, com sens centros igualmente espacados de uma distancia d, 
dispositivo conhecido como rede de dijracao. 

O fator de defasagem snlre a* cuislribuicoes da L a fenda e as de pontos cor- 
respondentes da fenda de ordem p + 1 e agora aquele associado a distancia pd 
entre sens centros, oo seja, exp[- ika.(pd~)], de forma que obtemos, no lugar da 
(4.59), 



A expressao entre colchetes e a soma de uma progressao geometrica de razao 
exp(-rfcotd) e A' termos, dada por 




(4.64) 




onde A e a defasagem (4.61) entre duas fendas consecutivas. Logo, 




(4.66) 



Temos 




(4.67) 
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de forma que, fiaalmente, 




(4.68) 



Para N = 2, como sen 2 ( 2 x ) = 4 .sen " x cos 1 X , a (4.68) se reduz a (4.60), con- 
forme deveria ser. 

Vejamos agora como se comporta o fawr de imerferencia de tJ fendas 
sen 2 ( N A/2 ) / Sen 2 (A/2 ) como funcao de A e de AT, 

Notemos primeiro que ele continua sendo uma funcao periodica de A, com 
periodo 1t\., conforme seria de se e.sperar, pois efeiros de interferencia nao se al- 
teram se acrescentarmos a defasagem urn mtiltiplo de 2jl. Logo, basta estudar a 
funcao dentro de am periodo, p. ex,, em - 7C < A < n , e basta tomar A > 0 , pois 
e uma funcao par. 

Para A — 0 a funcao vale N~. Isso porque temos interferencia coristrutiva en- 
tre as A' fendas: a amplitude da resuitante e" N \ezes a de uma sd fenda, e a imen- 
sidade e amplificada por N 2 . Por outro lado, para A = K/2, o numerador e o 
denominador sao da ordem da unidade, e a funcao e ~ N 2 vezes menor do que 
para A = 0. Para W grande, caso que nos interessa, basta considerar portanto a 
regiao I A I « 1, onde sen 3 (A/2) = ( A/2 ) 2 e por conseguinte 



sen 2 (iV A / 2) 



serr(A f A / 2) 
(N A / 2) 2 



OA] «1) 




Mesta regiao, recaimos assim na fun- 
cao sen" 1 v / v 3 , multiplicada por N~. 
A fig. 4.30 mostra o grafico da fun- 
cao. Os pontos onde A„, = mil, ou se- 
ja. a - niK/d O = 0 ,± I , ...). cha- 
mam-se miHirno.i nnucipais', m 6 a or- 
dem de imerferencia. A largura de um 
pico (maximo principal) e dada por 
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MA I 2 = ±1 



A / 1 = ill / N 



(4 70) 



ou seja, e da ordem de ~kl ( iV d\ N vezes menor que o espae.amenrn evil re OS maxi- 
mos principals. Assim, a medida que N aumenta, os picos em torno dos maximos 
principal vao-se Lornando cada vez. mais estreitos. 

serf(NA/2)/serf(,A/2) 



O Hn — In, J L J L J L J k„J L J In^.n, liuni r^fi. fin J Lniu k 
l(a)/i n (a) 



N" 1 



serfX 



Fig. 4.31 Figura de difragao de rede 

A figura de difracao da rede, como no easo de duas fendas, results da modulacao 
da figura de interferencia pelo fator lentamente variavel It (a) , figura de difracao 
de uma fenda unica. O aspecto da figura rcsultantc est:; il jstrado aa fig. 4.31. 

4„1@ Disgsersa® © poder geparedi&f dm rede 

Reaulta da Sec. 4.9 que uma rede de difracao com urn niimero N muito grande 
de fendas produz uma figura de difracao formada por uma serie de raias brilhantes, 
nas direcoes dos mdximos principals, 



(m = 0 , ± 1 , . . .) | 



Os maxiraos secundaria?;, muito menos intensos, podem scr desprezados. 
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A seniilargum de cada raia e dada por [cf.(4.70)j: 



onde 6 nS 
cos 8 ~ co 



j se afasta muito da direcao 8 0 = 0 de incidcncia, de forma que 
% - 1, ou seja, 



(4.73) 



-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 



-4-3-2-10 1 2 3 4 































1 1 


L 


o a u 









-4-3-2-1 12 3 4 



Ate agora supusenios que a luz incidents € monocromatica. Se iluminarnios a 
fenda-fonte (fenda do colimador que produz o feixe incidente) com luz rtao-mono- 
cromatica, a (4.71) mostra que os maximos principals associados a valores diferen- 
tes de \ caem em direcoes diferentes. A rede efetua portanto a decomposicao es- 
pectral da luz incidente, produzindo uma serie de espectros, urn para cada ordem 
m, exceto para m - 0 (direcao de incidencia), onde todas as imagens se superpoem. 
A fig. 4.32 mostra tambem que a scparacao entre !n e /l; aismenla com a ordem 
m do espectro. Para ordem muito elevadas, porem. comeca a haver superposicao 
de espectros (acima, m = 5 dc X\ corn in = 4 de Xi ). 

As principals qtialidades de urn instrumento para aplicacao em espectroscopia 
sao a sua dispersao e o seu poder separador. 
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A dispersao D e a taxa de variacao dQ/dX do desvio com o comprimento de 
oiida X. Quando maior Z>, maior a separacao angular associada a uma dada variacao 
de X, o que faciliia a medida. Pela (4.7 1), 



' dX 



para uma rede. 

Logo, D aumenta com m, como vimos na fig. 4.32, e varia inversamente com 
o espacamentc d entie as fendas: a difracao abre tanto mais o feixe difratado quan- 
to menor for d. 

A qualidade mais importante para analise espectral 6 o poder separator, 
S = X/& X, ja definido na discussao do i nterferometro de Fabry-Peror [cf. (3.39)]. 
Pelo criterio de Rayleigh, duas linhas X e X + 5 X estarao no limite do poder sepa- 
rador num espectro de ordem m dada quando estiveram separadas pela semilargura 
do maximo principal correspondente. 

Isso significa que o maximo principal de ordem m para X + 5X, dado por 



coincide com o I ° zero depois do maximo principal de ordem m para X, dado por 

senQ = ^ + — 
d Nd 

u:i scja, ideiitlficaiido, 



O poder separador da rede e a produto da ordem do especiro pelo Jiihncrn 
total de fendas. A razao da prop ore ionalidade com /V 6 que a largura de cada raia 
6 inversamente proporcional a N. Note que S 6 independence de d, porque a di- 
minnicao de d aiimenta proporcimialTneme a dispersao e a largura dc cada raia. 
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Pela (4.71), m = dsen B/i. , de forma que a [4.75) tambem se escreve 



i „ ^ <y sen e 



! 5 = . 

L... JlJ 




(4.76) 



ou seja, t> rioefer separador e igual ao numero de comprimentos de onda coniidos 
em NdsenB, que e a diferenca de cuminho, medida em unidades de X, entre os 
raios difratados pelas anas fandai ex ire mas da rede (Nd € a largura total da rede). 



Portanto, convem sempre tornar d tao pequeno e N tao grande quanto pos- 
sfvel; para uma dada largura Nd, aumentar ,V ao maximo. Tamb6m convem obser- 
va'r em ordem m tac alta quanto possfvel. O problems aqui vein da superposicao de 
espectros para m elevado, mas ele se reduz quando se observa uma regiao miiito 
pequena do espectro. As primeiras redes de difracao foram eonstrufdas por Fraun- 
hofer em 1819, usando uma malba de fios de prata, com 10 fios/mm. Posterior- 
mente, ele conslruiu redes riscando uma serie de linhas paraielas equidist antes nu- 
ma placa de vidro, com uma ponta de diamante (as fendas eram as partes nao 
riscadas). 

A analise anterior requer essencialmente que a estrutura da rede seja perio- 
dica; nao 6 precise que h(a) corresponda a transmissao atraves de uma fenda: 
pode corresponder a reflexao regular. As redes mais usadas em espectroscopia sao 
redes de reflexao, obtidas riscando uma placa refletora (os nscos ditimdem a luz 
em todas as direcoes, correspondendo aos intervalos opacos). 

Rowland, no final do seculo passado, construiu em Baltimore redes com - 5.500 
linhas/cm numa distancia de ~ 15 cm, totalizando - 80.000 lii! has, e atingindo um 
poder separador - 160.000 em 2. 3 ordem. O espacamento d nesse case ja atinge 
ordens de grandeza comparaveis a A. ao visfvel! Como ele tern de ser extremamente 
uniforme, a construcao eavolve problemas tecnicos dificfiimos. Redes de difracao 
comerciais sao replicas, usando redes padrao como moldes. 

Quando olliamos para uma luz. distante com os olhos semicerrados, as pestanas 
atuam como uma rede de difracao (irregular!) e vemos cores. 



Em 



Aunientando 




's(~N), /(«//')- intensidade 
\s(~m),D(~m) 

[ 0 («1 / 4) 
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Os sulcos de um disco LP ou CD, regularmente espacados, funcionam como 
uma rede de difracao, que permite ver, por reflexao, uma serie de espectros. 

Nos anos 70, foi desenvolvida uma nova tecnica de fabricacao de redes cha- 
madas hologrdficas, que permite atiugir miltiarcs dc linhas/mm em distancias de 
ate ~ 50 cm , com poder separador superior a 10 6 (cf. Sec. 4.12). 

4.11 DSfrafio 4m raios X 

As rede? de difracao con.sideradas acima sac unidinansionais: a periodicidade 
dos elementos da rede (fendas) e em uma unica direcao. Uma rede b (dimensional e 
uma estrutura duplamente periodica, isto e, com dois periodos em direcoes diferen- 
tes. Exemplos sao duas redes unidimensionais cruzadas, ou uma cortina de gaze. 

Uma rt.de tridimensional (triplamente peri6dica) seria muito diflei) de construir 
na regiao visi'vel do espeetro, devido a regularidade necessaria, que ja e diffcil de 
atingir em uma dimensao, como vimos. Entrcrar.ro. a Nsturcza :om;cc cstmruras 
triplamente periodica^ regulares: os crisiais. Para observar efeitos de difracao com 
efeS, porem, a radiacao incidente precisa ter um comprimento de onda a com- 
paravel ao espacamento d enire os elementos da rede. 

No easo de um crista!, d e da ordem das distancias interatomicas, ~ lD" 8 cm 
( = 1 A). Radiacae clctromagiidtica com ccniprin:crir.o dc onda dessa ordem esta no 
dominio dos mips X. 

Os raios X foram descobertos em 1895, por Wilhelm Rontgen, quando fazia 
experiencias com raios catodicos (feixes de eietrons acelerados); os raios X eram 
prodiizidos quando os eletrons colidiam com as paredes do tube evacuado, e Ront- 
gen mostrou que se propagavam em lirma reta e tinham um grande poder de pene- 
tracao. Por varios anos. procurou-se descobrir a natureza dos raios X. Eram parlica- 
las neufras, e foi sugerido que poderiam ser ondas eletromagneticas [como a luz) 
dc comprimento dc onda da ordem do A. 

Em 1912, Max von Laue teve a ideia de testar essa hipotese procurando de- 
tetar a difracao da raios X pela rede tridimensional dos cristais, 

Um crista! ideal 6 formado por atomos diiaribi-idoi, sobre uma rede periddica 
tridimensional. A rede pode ser gerada a partir de tres veto res de base iiao-copla- 
nares a, b, c , que rep rcsen tarn periodos de translacao da rede. A escolha desses 
vetores nao 4, univoca. 

O vetor de posicao de um ■ ■ ■ ■ ■ cio. L; re .]?. e t mtv: 
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onde n, p e q sao inteiros quaisquer ( 0 , ± 1 , ±2 , ... ). A rede e constitutda por 
todos os pontos de coordenadas (n, p, q) inteiras no referencial (a, b, c ). Abre- 
viaremos por 1 a terna (n, p, q). 




Consideremos um feixe conmado de rates 
p X incidente sobre o crista!, representado 
pela onda plana 



(4.73) 



onde Hi s o versor da direcao de inciden- 
eia. Ao incidir sobre um itomo na posi- 
cao P] (fig. 4.33), produz-se uma onda es- 
palhada (difratada) que, num ponto de cbservacao P a grande disraneia do crista 1, 
c da forma 



onde r ' - I Pi P I, u e o versor da direcao de observacao OP (0 6 uma origem fixa 
no crista!), e f, (a) e a amplitude de espalhamento (difracao) na direcao u devida 
ao atomo do cristal situado na posicao P|. 

Gomfi na (4.27), temos, para R» dimensoes do cristal, 



| r' = R - u ■ x. ] 



(4.80} 



de mode que a (4.79) Sea 



".M-- 4 ^^") =x P |-,- 1 (s-i,,)., 



que deve ser comparada com a (4.35). 

Somando as conEribuicoea de todos os atomos do crista), obtemos a oiida total 



onde a ^ 6 uma soma tripla sobre I = {n ,p ,q). 

Suponhamos, para simplificar. que o cristal tenha a forma de um paralele- 
pfpedo [que pode ser oblique, como os eixos (a, b. c) 1 corn NPQ ;itomo£, e que a 
origem e tomada num. vertice. A (4.82) se escrcvc entao 

>f *■< pr-l 

H (4.83) 



que e a geneializacao tridimensional da (4.64). 

Cada um dos somatorios e da forma da expressao entre colchetes na (4.64), de 
forma que a intensidade difrstada na direcao u pelo cristal todo e 



1 , (6) = f , (a) . " 2 ^M -'fe^) . =W C4.S4, 
w w sen 2 (|A,) sen'^A.) sen 2 (; A t ) ! 



onde ii (u), a intensidade esr*ih;id:-i per tini so arone (In crista!. :hama-se Qfator 
de forma atiimico, e 



A„ -*(S-fi 0 )-a ; A„ = *(G-u 0 )-b ; A , = k (i - &„)- c [ (4.85) 

O resultado obtido e a generalizacao a tres dimensoes da (4.68), e □ fator de 
inteiferencia 6 o produto de 3 fatores analogos ao ultimo fator da (4.68). 

Os mdximos principals sao definidos por ties condicOe^ simuhdneas de interferencia 
construtiva: A 0 -2tw d il ; A b - 2 Ji e A - t = 291= It, onde m„ .TO, , etit sao in- 
teiros, o que equivale a 



(a-u 0 )-* = m a \ ,- (n-o 0 )-b = % A. f (fi- %)■ c = % A 
= (0, ±1, ...) ; m„ = (0, ±1,...) ; m c = (0, ±1, ...) ; 



(4.86) 



As (4.86) chamatnse condicoes de Laue. 
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Num. maxirno principal, o fator de interferencia redu2-se a (N P Q 'f, onde N, 
P e O sao da ordem do numero de atomos por aresta do cristal, ou seja, sao extre- 
mamente grandes. Podemos entao desprezar oh raaximos secundarios, obtidos quan- 
do ao rnenos uma das condicqes de Laue nao e satisfeita: a figura de difraeao 
reduz-se as direcoes dos maxhnos principals, 

Dac.a a. direcao de ineidsncia iio, a direcao u do maximo principal de ordem 
( m a , m b , iric ) deve ser obtida como solucao simuitanea das (4.86), onde as incogni- 
tas sao as componentes de u. 

Entretanto, teraos 3 equacoes para apenas 2 incognitas, pois tern de ser satis- 
feita a condicao 

= 1 C4-S7) 



Isso so acontece, em geral, para valores especiids de X. 

Para compreender melhor essa condicao, consideremos um caso simples, em 
que os vetores de base a. b, c, formam um triedro triretangulo, e tomemos uma 
onda incidente na direcao de c. Sejam (a,$,y) os cosenos diretores da direcao u 
e a ■— I a! , h = lb! , c — I c I. As componentes de u e uo sao entao: 
u = (a.p. v), n, = ( 0 , 0. 1 ) c as condicoes de Laue ficam: 



a = i 



Y-l = 



Para m a , •?,;, e m~ d Lidos, es: is - > • . U uma, um conjunto de 

direcoes que formam um angulo constante (de cpsenc dado por ex , fi ou y) com um 
dos eixos, ou seja, um cone em torno do eixo correspond en te. A direcao de um 
maximo principal teria de scr uma gcratriz comum aos tres cones. 



m„ = -1 / 




\ n\ = 1 m„ = 2 


/K f 


























M 










; > 







126 Dif, i;> Ho 



Na fig. 4,34, foram represenlados cones com eixo b associados am - l.Oe 
- 1 [para m b = 0, o cone degenera no piano (a, c)J. Uma chapa fotografica 0 ± n {h 
€ cortada pelos cones segundc hiperboles com eixo // a [para m h = 0, num seg- 
mcnto de reta]. 




As familias de hiperboles associadas 
aos pares {m a .m.b). representadas na 



Fig. 4.35 Familias de hiperboles 



m ° = '^ que salisfazem as duas primeiras con- 
dkoes de Laue e representariam a fi- 
- m a =0 g u ra de difragao de uma rede bidi- 
mensional (aparcccm, p. ex., quando 
se olha atraves de uma coniiia de gaze 
para uma fonte de luz distante). A in- 
terseccao com a chapa fotografica 0 
da terceira famffia de cones, de eixo c. 
i uma famflia de circulos, um dos 
quais ( m c = 1 ) foi representado em linha interrompida na fig. 4.35. Vemos que, 
para urn dado X, como uesse caso, nao havera em geral pontos de interseccao co- 
muns as tres familiar de curvas: i.sto so ocorrera para vaiores especiais de X. 

Entretanto, se fizermos incidir sobre o cristal rim espectro contmuo de raios X, 
como o que resulta do frcamcaio de um feixe de eletrons acclcrados, o crista] se- 
lecionara os vaiores discretes de I para os quais M interseccCes comuns as 3 
familias de curvas (satisfazendo as 3 condicoes de Laue), e aparecerao na chapa 
fotografica as "mauchas de Laue" associadas a estas direcoes. Tambem resulta da 
analise acima que a disposicao dessas manciras, ou seja, da figura de difracao, re- 



flete a simetrii 



erna do cristal. 
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A experiencia foi realizada pela prirrieira vez por Friedrich e Knipping, ainda 
em 1912, usando o dispositive) experimental ilusirado na fig. 4.36. O resultado con- 
firmou as previsoes de Laue e o eararer de ondas el erromagn ericas dos raios X. 
Laue ganhou o Premio Nobel de 1914 pelo seu trabalho sobre difracyo dos raics X. 

O Premio Nobel do ano seguinte, 1915, foi concedido a William Henry Bragg 
e a seu filho William Lawrence Bragg pela introducao de uma nova tecnica de 
observacao da difracao de raios X. Os Bragg empregaram radiacao X monocro- 
mdtica, varianda os angulos de incidencia (por rotacao do cristal) ate obter maxi- 
mos principals. 




Q ^ q e __ 

Fig. 4.37 Reflexao espacial 

W. L. Bragg mostrou que as condicoes de Laue podem ser interprctadas como 
se se Eratasse de uma reflexao espacial dus raios X. o que sigmfica j setzuiiiU:: 
consideremos uma dada ramflia de pianos reticulures do cristal, ou seja, de pianos 
paralelos e equidistances que pass-am pelos atomos da rede. 

Imagiriemos que haja ''reflexao" de um raio por urn desses pianos, isto 6, que. 
ao incidir sobre um atomo desse piano numa direcao que forma um angulo 9 com 
o piano, o raio seja "rcflctido" segundo o mesmo angulo (6 6 o complemento dos 
angulos de incidencia e reflexao}. Fara que haja in!e:ferer-cia cunmniivu e:ilrc esst 
"rc.flpxao" c. a "reflexao" pnr um iitrimo mrresponrlenle rlo piano vi?inhn ria 
famflia, a distancia d (fig. 4.37), e preciso que a diferencc. de co.rainho 7 d sen 6 
seja um multiple inteiro de X: 



2dsene = ml (m = I., 2, 3, •■■)! (4.89) 



Se essa coudicao e sa:isiei;;;. icsulta que ha interferencia cons.T'jiiva entre as 
"reflexoes" pelos atomos de todos os pianos da famflia, ou seja, temos uma re- 
flexao espacial. Pode-se mosliar : o que nao faremos aquL que a cuadicuu de Braxx 
(4.89) e equivalents as condicoes de Laue, ou seja. define uma direcao de maximo 
principal (a demonstracao nao e simples). 



1 28 Dlrajao 



Nam espectrdmetro de Bragg para raios X. o crista! e raontado sobre uma 
plafaforma giratoria que pennlic v^ritr o augulo de incidencia G. Outra maneira de 
apreseniar simultaneamente an f'eixe de raios X loda uma gama de angulos 9 e o 
metodo dos pos microcristalinos de Debye e Scherrer, em que o ctistal e pulveri- 
zado, de modo a couMkuir ism Eigresado Jc niici-ocrislais cujas Faces estao orienta- 
das ao acaso. Por simetria, a figura de difracao correspondenEe e fonnada de aneis 
concentricos. 

Holografia 

A figura de difracao de raios X de um cristal concern informacao sobre a esiru- 
tnra tridimensional do cristal: por exemplo. a simetria da figura esta diretamente 
ligada a simetria do cristal. 

Em 1942, W. L. Bragg teve a ideia de procurar utilizar a imagem de difracao 
de raios X de um crista! sobre uma cbapa fotografica como uma especie de "rede 
de difracao" diica, iluminando essa imagem com lnz visfvel e procurando, na Iirz 
difratada, ver ate que pouto ^eria possfvel reconstruir at raves dela a estratura do 
cristal. 

Entretanto, essa ideia enfremava uma dificuJdade seria, conhecida como o 
'problema da fase", na difracao de raios X e em outras situajoes analogas. A cfiapa 
fotografica regatta i\ intrnsidade d = s nrtdas. Irminosas que a aiingem, mas nao pre- 
serve nenhuma informacao sobre a fase das ondas. Como uma parte da mformacao 
estrutural esta contida na fase, o registro das imensidades difratadas, por si s6 s e 
insuficiente para a reconstracao do cristal. 

Em 1949, Dennis Gabor [eve a ideia de um processo que permitiria registrar 
uao so intensidades, mas tambem fases, convertendo informacoes de fase em mfor- 
macdes de intensidade, atraves de imeiferencia. Usando, como Bragg bavia suge- 
Tklo, um processo de duas eiapas, Gabor propQs reconstruir integral merite, numa 2.' 
etapa, as francs dc onda provenientes do objeto, registradas na l. a . Essas frentes 
de onda, aiingindo a vista de um observador, produziriam a mesma sensacao visual 
que a proprio objeto. A ideia do processo, chamado de "holografia" (do grego, 
"registro complete' 7 ), vn.ei! a Gabor o Premio Nobel de 1 971 . Foi somente na deca- 
da de 60 que a holografia ganhou maior impacto, gragas a uma ideia de E. N. Leith 
e J. Upatnieks (deserita abaixo). que eliminou uma desvantagem seria da proposta 
inicial, e gracas ao uso de lasers, 

Ao contrario da fotografia, que reproduz sobre uma chapa uma imagem bidi- 
mensional de um objeto, usando um sistema de lentes, a holografia, sem utilizar 
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Fonte de liiz ■ 
Fig. 4.3S Idaia basics da "nalogrtfia 

funcao de onda v(P'), em amplitude 
Fresnel que, se conseguirmoK regis trai 



lentes, permite reconstruir a 3uz proveniente do objeto mantendo suas caracterfsti- 
cas Iridimensionais. A idei a tnicial e a seguinte: 

Vemos normalmente um objeto pela luz 
que ele espalha, provernente de uma fon- 
te de luz que o ilumina. Sobre um piano 
Z inter in ediario entre o objeto e a vista 
do observador (fig. 4.38), as f rentes de 
onda associadas a In- =spalh?.da pelo ob- 
jeto produzem uma certa distribuicao da 
e fase. Decorre do Principio de Huygens- 
c- ■ . " ■ ■■ ■ ■ .!■■■■ ..i' '. ... a;- 

frcrttcs dc onda dai por diante seiao as incsuias oiigiiialmente proveniente* do ob- 
jeto, produzindo portanto a mesma sensacao visual para o observador. Dai a ideia 
de Gabor da holografia como um metodo de reconstrugao das /rentes de onda. 

A l. a etapa, o registro, incluindo amplitude e fase, se obtem pela interferencia 
entre a luz vinda do objeto e um fcixc dc. referenda. Para cue i. interferencia seja 
eficaz, e esseneial que a luz utilizada seja coerente, com elevado gran de eoerencia tanto 
espacial como temporal. For isto, a holografia so tomou-se viavel gracas a invencao do 
laser. Na 2. a etapa, a reconstrugao das frentes de onda originais a parti r do registro 
(holograma), a ideia foi utilizar o mesmo feixe de referenda para llumina-lo. 

Vamos ilustrar o procedimento num exernp 'Tie., a repro- 

dueao de um objeto puntiforme muito distante, ou seja, de uma onda plana mono- 
cromatica proveniente de uma direcao uq, que faz am angulo 8 com a normal ao 
piano Z: 



Onda 



v 0 (s) = A e' k "°' : 



fin = (sen6 , 0 , cos9) (4.91) 

Vamos usar como feixe de referen- 
da uma onda plana ■ .: g n 11 :>t 
propaga na direcao {-&): 



Fig. 4.39 Feixe de referenda 



.(■) = """ 



onde 



As duas midas interfere™ sohre a chapa S, onde I - i' - (i',/,0), c 
lima resultante 

l>„ (x') + v, (jt') = A (e" + e" i; *') 

< 

- 4 £»••-•+,->«—•). 2 A cos IflB.') 
A chapa fotografica registra a intensidade I da resultante, dada por 



/ (x') = | v D (x') + v R (x') f - 4 A 2 cos 1 (* sen 6 x') 



(4-95) 



Note-se que, gramas a interferencia, a fase ( k sen 6 x ' ) da onda incidente viuda 
do objeto fica registrada numa distribuicao de intensidade (enegrecimento) da cha- 
pa fotografica. 



Logo, revelando a chapa, ela contera (fig. 
4.40) uma distribuicao de franjas de in- 
terferencia (paralelas a direcao y) perio- 
dica com o pen'odo 




k sen 6 k si 
Fig. 4.40 Registro no hoiograma 

como uma rede de difragao unidimensional, em que os picos de / correspondem as 
partes opacas, e o entoruo dos zeros (nao enegrecidos) as fendas. Note que a escala 
de distancias d 6 da ordem de X (com luz visfvel, nao se perceberia a oifio nu; a 
chapa teria um aspecto uniforme). Vemos ao mesmo tempo que e passive] construir 
uma "rede de difragao holografica" por esse processo. 

Se agora iluminarmos esse '"hoiograma" (rede de difracao) com o feixe de re- 
ferenda, ou seja, tomando a (4.92) como onda incidente, os maximos principals de 
difracao serao dados pclas direcoes a', tais que [cf.(4.86)J 
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(u' - u^)-d = m>. (m = 0.±1. ...) (4.97) 
onde d = ((2,0,0) s uo ' = (- sen 6 , 0 , cos 6 }. Logo, se 

|p' = ( Se ne J ,0,co S eQ| (4-98) 

isto da 

(sen 6' + sen & )d - (sen 6' + sen 6) — - m X 

2 sen 6 

Para 9 e 6' e suficientemente pequenos, com senfi = 0 , sen 9' = 0 vera 



-1 «4 6' = -36 | 

-1 - 2m (jm - 0 w 6' = - 6 (4.99) 

f = 1 < > 6' = 9 j-« valido mesmo sen) 

1 a aproximaf ao 9 « 1 



m = 1 
onda objeto 
reconstruida 




Fig. 4.41 Reeonstrutjao da orda objeto 

mostrando que, a partir do holograma, e ^econjnikUi. em I. 1 nniem (m - 1) . ;i 
onda plana objeto (fig. 4.41), na direcao 9. 

Pode-se mostrar (Probl. 4.14) que, para Lima rede com o perfil sinusoidal de 
transmissao dado pela (4.95) e a onda incidente dc referenda, so existem es ordens 



1 32 



m ~ ± 1 , 0. A ordem 0, como sempre, e associada a onda incidente. A ordem - 1 
chama-se onda conjugcda e prcpaga-se naia dire fa o qj* c a iniagem eipecuiar da 
onda objeto reconstrufda, cm relacao a direcao m - 0 da onda de referenda. 

No proeesso originalmente sugerido por Gabor, toraava-se 9 - 0, de forma 
que as tres ondas viajavam na mesma direcao, tornando dificil a separacao da onda 
objeto. A ideia de usar 9 ^ 0 foi de Leith. e Upatnieks. permitindo a separacao 
espacial da onda objeto reconstrufda e contribuindo muito para tornar a holografia 
viavel na prafica. 

Consideremos agora, de forma extreinamente simplificada e esquematica. a ge- 
neralizacao do procedimento acima a uma onda objeto arbitraria, proveniente da 
ilurninacao do objeto por hiz coerente, como a de um laser. Seja vo ( x ' ) a fiincdo 
de onda objeto no ponio x ' da placa fotogra'fica, 

v 0 (<) = |v 0 (<f (4.100) 

onde (p o e a fase. 

Seja v B (x') a fungao de onda de referenda no mesmo ponto, coerente com 
vo- Em geral, v R se obtem, por subdivide, do mesmo feixe de luz laser que ilumina 
o objeto: 

v R (x") = \v H (x'l e' 9 '^ (4.10!) 

Analogamente a (4.95), a cfiapa fotografica responde a iniensidade resultante 
em x ', 

M+%c*-)f = »;)&> +»„) 

= |v 0 (x')f + |v„(x')| r^^^ (4.102) 

+ |»<,0O| K(*')| + 

onde a informaeao de fase esta contida nos termos de inicrfcrencia. 

O fator (porccntagcm) de transmissao da amplitude. T da chapa fotografica em 
cada ponto, uma vez revel ad a, depende da intensidade I(x') naquele ponto (a 
transmissividade 6 I TV ): 
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T(x')=/[/(x')] (4.103) 

Come o iL:ci'.i"SC?.inento, que reduz 7" , cresce com /, vamos admitir, para simplifi- 
car, que T e da forma 

T(x') - T • Kl(x') f4.1 04) 



onde T 6 a amplitude de. uanstnissae media do holograma (placa revelada) e 
S<0e uma constante. 

Se iluminarmos agora o holograma com a onda de referenda, a amplitude 
complexa transmitida v(x'), pela definicao de T . e a onda incidente multiplicada 
por T . Ignorando o termo cons lame T, resulia entau que v(x') 6 dadu pur 

v(,')=^v„( x -);( x ') = ^K(^ ,"■<■') 

ou seja, 

+jr |v«f |v t ,(»-)|. , '° (,-) ( 4. 105 ) 
]v„( x ')|«""" ( ' ,) -« I '" < '' ) 

O primeiro termo, que se Ljnjya«u i:a dLeutiu da onda de referenda, corresponde 
a m = 0 na (4.99). O segtmdo s a reconstrucao da onda ebje!o (m - 1) no piano S 
£ portanto, pelo Princfpio de Huygens-Fresnel, daf por diante. O fa tor I vr I nao 
afeta a reconstrucao, porque usualmeate lv fi [ 2 e prati came rite constante sobre o 
holograraa. Finalmente, o terceiro termo, que corresponde a m = - 1 na (4.99|, se 
propaga em outra direcao e nao interfere no processo. E proporcional ao complexo 
conjugado da onda objeto (daf o nome de "onda conjugada"). Produz uma "ima- 
gem pseudoscopica" do objeto. 
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PROBLEM AS 



1. Uma onda plana monocromatica incide perpendicularmente sobre urn an- 
ceparo opaco com uma beirada retitfnea, projetando a sua sombra sobre oulro an- 
teparo, paralelo ao primeiro, e situado dentro da regiao de Fresnel. Demonstre que 
a intensidade difratada, num ponto situado exatamente no limits da sombra geome- 
trica da beirada, e igual a h/A, onde I 0 6 a intensidade incidente (nao-obstruida). 

2. Uma abeitura circular de diametro igual a 3,1 mm num anteparo opaco e 
iluminada perpendicularmente por uma onda plana monocromatica. Num outro an- 
teparo paralelo ao primeiro, a uma distant: a de lm, o centra da figura de difracao 
i escuro. Afaslando-se gradualmente o anteparo de observacao, o centra toraa-se 
brilhante, depois escurece de novo e se ilumina mais uma vez, permanecendo bri- 
Ihante daf em diante, por mais que se afaste o anteparo de observacao. Qual o 
comprimento de onda da luz? 

3. A construcao Kobre nm piano J. 
das zonas de Fresnel pode ser 
CKCitaica a uma onda incidente es- 
ferica, provenienie de am ponto 
fonte F (fig.). Nesse caso. o polo O 
se obtfim nnindo o ponto de obser- 
vacao P a fonte puntiforme F e to- 
mando a interseccao com I , e as 
zonas de Fresnel sau deTinidas pe- 
las oondicoes (fig.): 

fp. + "pp = r + r' + - 

2 

Fp7 + p7? = R +if + X, ... 

Os raios das zonas sao p, = OPi,p 2 = OP 2; .... Uma lente de Fresnel se 
define da mesma forma que para uma onda incidente plana. Demonstre que o raio 
da /i-esima zona dc Fresnel e dado por 
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p„ - faXf. (rt - 1. 2, 3. ...) 



onde 
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formula analoga k de uma lerrte, em que R' i a distancia objeto e if a distancia 
imagem. Verifique que, no caso limite de uma onda plana, o resultado se reduz ao 
anterior. 

4. Considere a funcao f(X) = sciTX/X 2 (figura de difracao de uma fenda). 
Tvlnstre ■] ■ i e r>^ m;xi"nos ^ecnnoano^ sso raizes cr cquacac tgX„ = X„ e procure 
dcterminar scu5 valores. bcm como os de/(X„). para ri = I, 2, 3, usando metodos 
graficos ou numericos (caiculsdora). 

5. Urn feixe paralelo de laser de argonio (X = 4.880A), colimado por urn 
diafragma de 1 mm de raio, e dirigido para a Lua. Calcule urn limite inferior para 
o raio do feixe ao atingir a Lua e compare o resultado coin o raio da Lua. 

6. (a) O lelescopio refrator do observatorio Yerkes isit. uma objetiva com 1 m 
de raio. De que ordem de grande/a e ;i rnennr separaeao entre dois objetos na Lua 
que podem ficr rcsolvidos corn ess; telcscopio? (b) A objetiva do telcsedpio refletor 
do Monte Palomar tern 5m de diametro. Para observacao com um filtro azul 
(a. = 4.000 A), qual e a menor scparacao angular entre duas cstrclas que pcide ser 
deteiada? 

7. Interprete geometricamente, em tcrmos da represent acao do; numcros com- 
plexes por vctorcs no piano complexo, a condicao para que se Eenha o primeiro 
zero, apds um maximo principal, do fator de Interferencia 




lar, o vt 



8. Demonvt-e qne ; para rpaiqner r.?dc de difracao, na incidencia perpendicu- 
o vermelho do espectro de 2. a ordem se superpoe ao violeta do espectro dc 3. a 



ordem. 
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9. Numa rede de difracao. o espacamento entre as fendas e igual ao dobro da 
largura de cada fenda. Mostre que todos os maximos principais de ordem par estao 
ausentes. 

10. Uma iinha espectral dc comprimento de onda X - 4.750 A e na realidade 
um dubleto, de separacao 0,043 A. (a) Qual € o menor niimero de liuhas que uma 
rede de difracao precisa ter para separar esse dublcto no espectro de 2." ordem? (b) 
Se a rede tern 10 cm de comprlmento, em que direcao 9 sera observada a linha 
nesse cspeciro? Qual sera a separacao angular 5 6 entre as duas componentes? 

11. Seja 8 co a diferenca entre as freqiiencias angulares de duas raias espec- 
trais que esiao no limite do poder separador de uma rede de dii'iacao, e 5 / a difer- 
enca entre os tempos de percurso de dois raios difratados pelas extremidades da 
rede na direcao de observacuu dirssas raias. Demonstre que 6(0 5f - 2 n. 

12. For um defeito de fabricacao, as fendas 1, 4, 7, ...(3 N + 1) de uma rede 
com (3 + 1) fendas ficam tapadas. (a) Calcule o fator de interference para a 
iritensidade dessa rede defeimosa. (b) Mostre que, entre cada par de maximos prin- 
cipals da rede pcrfeita. nparecem dois novos maximos da rede defeituosa, igual- 
mente espacados e de iritensidade 4 vezes menor que os mSximos principais. 

13. Uma pessoa olha atraves de uma cortina de gaze para uma lampada de 
sodio ( X — 5.890A ) situada a 10m de distancia, e ve uma rede aproximadamente 
quadrada de pontos brilhantes, com espacamentos de 5 cm em ambas as direcoes. 
Quantos fios por cm tem a trama da gaze? 

14 r.nnforme a .Sec. 4.12, F.q. (4.95). a amplitude transmit! da por um holo- 
grama de onda plana e proporcional a cos 2 ( k sen 6 x ' ). Mostre que, para uma rede 
de difracao corn esse peifil de "fendas", so se formam os maximos principais 
m - 0, ±1, para a onda tncidente de referenda, conforms foi afirmado apos a 
(4.99). 



POLARIZAgAO 



5.1 Equafoes de Maxwell num meio franspareitte 

l^a expressao de Newton "um raio de luz tem lados", ou seja, propriedades 
distintas em diferentes direcoes t^f.nsversiis 3 direcao de propagacao. Para ewtudar 
essas propriedades de po'.crizagao, nao podcmos mais tratar as ondas de luz como 
escalares: temos de recouhecer seu car a Lei iruane/sal reiJiiiando a leoria eletro- 
magnetica da luz. (Fis.Bds. 3, Cap. 12). 

V am os discutir a propagacao de ondas eletromagnetica^ em mcios transparcn- 
Les, que tern de ser isolantes, porque num condutor a energia eleiromagnetica c 
absorvida pelo efeiLo Joule (por isto os metais sao opacos). A propagacao e tratada 
na ausencia de forties de luz: nao ha cargas uem eorrentes livres (nem correnLes 
ohmicas). 

Assim, o ponto de partida sao as equacoes de Maxwell num meio dieletrico 
(Fis.Bds. 3, Cap. 12), com p = j = 0. 



(n) rot E = - 




(in) divD - 0 
(iv) Jiv B = 0 
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ondc 



D = e ft E + P = £ e a E 



(5.2) 



s o vetor Je.slocarnento ( P = dcr^idace dc pjlsrksyac > ; ■ ^ c u ; :^>T.';<;r£' di^idrrii-ii 
do rneio (tc — 1 no vacuo). 

Vimos (Fis.Bds. 3, Cap. 12), ao procurar solucoes que jo dependcm de 
uma coordenuda (tomada como z) e do tempo / , que, para urn vetor 
v - v, (£,.'! x -I v. ( ; , 1) v, tem-se 



rot v (r 




o que da 



rot rofv = - 



d 2 v s 
dz 2 





Logo, a (II) da [sendo E, = 0 (trans vers alidade )] 



rot rotE 







seja, e £*,- sadsfazem a equueau de ondas 




onde, agora. 
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A mesma equacao e encontrada para 5 V e B y . 

Sabemos, porem. que, nam meio transparente de indice de refragao n, a velo- 
cidade da luz e 

V = f (5-6) 

Comparando com a (5.5), obtemos a RELACAO de MAXWELL 

| n = jf\ (5.7) 

ou seja, u indice de refracao de um meio transparente e igual a rail quadrada de 
sua constante dieletrica. Esse e urn resultado tipico da teoria eletromagnetica da 
luz, reiacionando uma constante otica de um meio material («) com uma constante 
eletromagnetica ( K ). 

Entretanto, para tesiar o acordo com a experiencia, e essendal lembrar que existe 
dispersao: o mdice de refracao de um meio varia com a frequencia ; e o mesmo 
acontece com k: a comparacao tem de ser feita a mesma frequencia a . 

Para muitas substaacias, n e K nao variam aprcciavel meme aitZ que co chegue 
a regiao do infravermelho distaste (X ~ 300 (im ) , de modo que podemos testar a 
(5.7) tomando n nesta regiao e o valor estatico da k: 



Substantia 


"300 |im 


K (estahco) 


KCl 


4,8 


4,75 


K Br 




4,56 


NH4 CI 


6.8 


6.85 



Vemos que M razoavelmente born acordo nesses casos. O mesmo vale para 
gases fracamente dispersivos, ate no visfvel (luz amarela): 



i Stibslanc 


"a n 7 (amareio) 


k (estatico) 




1,000294 


1,000295 


H 2 


1,000138 


1,000132 


CO 


1,000346 


1.000345 
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Ja para subsifincias tnais fortemente dispersivas, as discrepancias entre n~ (luz 
amarela) e k (estatico) podem ser grandes. Para a agua, n (luz amarela) = 1,33 e 
^ K (estatico) » 9. Por outro lado. para comprimentos de onda 1 > I m, o indice 
de refracao da agua e = 9 . 

5.2 Vefer d® Peynting s-eal e complexe 

No interior de um dieletrico, como vimos (Fis.Bds. 3, Cap.5), a densidade de 
energia eletrica aumenta por um fator ic, de forma que a cewidads total de energia 
elelromagnetica 6 dada por 



1 „i 1 B 2 1 D 2 1 B 3 
kc„E- 4- = * 

2 2 [X Q 2 ke 0 2 u 0 



(5.8) 



; :b Maxwell (5.1), 



D 3D B 3 B E 

• __ + _._-_ = rotB- 

K£ a Bi Ma 9r u- n 



ou seja, como no caso do vacuo (Fts. Bds. 3, Cap. 11), 



divS + ^-0 

dt 



jxpressao local da conservacao da energia, e 



S = — E x B VETOR de POYNTLNG (REAL) (5.10) 

U-o 

continua representando a densidade de corren.te de energia. 

Ainda para uma solucao das equacoes de Maxwell do tipo onda plana na di- 
re gao z, 

B = E ! (z.-vt)i , B = B ) {z-vt)y (5.11) 



com ^ = z — vt , as equacoes de Maxwell (I) e (TT) dao 



(n) | 



3_E^ _ 3£ T 



que ge.ne.raliza n resullado obtido para o vacuo. 

Para Lima onda plana que se propaga numa direcao u quaJquer, 



- u x E = -Jk e 0 li 0 u x E 



o que da 



ou seja : continua valendo que, numa onda elctrcr,iaprJtica pier: 
eneT'iia elc-rica e ma;vi<hk:a >do i.ai'c.i:,. 
A (5.10) da tambem, usando a (5.13), 



(5.12) 



(5.14) 



| S = vC/u j (5.15) 

analoga de j = p v: Sea dermdade de corrente de energia, e U 6 a densidade de 
energia, que se propaga com velocidade v — vii. 

Ondas monocromaticas 
Em notacao complexa, uma onda monocromatica e da forma 



E(r,0=K*[E (r)<T'"' I 

(5.16) 

B(r,,)=Re[ B (r) ,-'•'] | 

e jfi vimos (Fis.Beis. 2, Cap.?] que podemos trabdlhar dircU:::ic:Li^ co:.v: a? ^r>.';Je/as 
complexas e tomar Re so no fim. enqaanto usamos so Dperacoes lineares. Mas isso 
nao vale para o produto de dois numeros complexos A e B, porque 



Re (A fi) Re A ReB 



(5-17) 



Por conseguinte, e preciso Lomar cuidedo ao calcular expresioes quadraticas. 
como as densidades de energia, ou produtos, como o vetor de Poynting. Na regiao 
do visrvei porem ; CO - JO is s _1 e nao podemos seguir a variacao instantanea extre- 
mamente rapida destaH grandezas; os detetores registram so seus valorcs medias 
temporais sobrc um grande mimero de oscilacoes, que podem ser espressos de for- 
ma simples na notacao complexa. 

Para ver isto, calculemos 



^Re^ ae'"*' j Re^ be- a ' j j 



onde a e f> sSo dois numeros complexes indep en denies do tempo, e 
e a media temporal de/(f) sc-bre n perfodos. Temos 

xi (i>* e"" + » «->•'). i (a'i + «,»* + «"»*«"•» * «»««") 



(5.18) 



de forma, que finalmente. 



(Re (ae- ie>r )Rc ^e"^') = - i- ab*)= - Re(aV) (5-19) 



Em particular, as valorem tnedios temporais das densidades de energia 
e magrtetica associadas as (5.16) sao 



) vetor de Poynting, obtemos 



S* = E x B" 

2 M„ 



chama sc o vetor de Poynting complexo. 

Para lima onda plana na direcao n a (5.13) rla 



= -"-ex(6xe-)=- |^M 2 a 



on ainda [cf.(5.15) e (5.20)] 



1 



A intcnsidade 1 da onda eletromagnetica e 



(5.20) 



(5.23) 
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:/ = {S)-£ = y(tf)=-K£ c v|E| 2 (5.24) 

on seja, e proportional a I El 2 ; vemos que E representa a "funcao de onda" veto- 
rial associada a luz. 

3.3 Ondas pi anas monocrondticas. Polarg?@;ao 

A onda plana mais geml possfvel que se propaga na direcao z e da forma 

(5.25) 

onde/e g sao funfoes arbitrarias. O campo B correspondente e dado pela (5.12): 



I - - a x(E, i + £ 3 ?)= i(-E, S + E, j) 



B„ =-- s (z.-vl) 



= -/0r-«0 



Para uma onda plana monocromdtica de frequencia angular CD, a depeadencia 
do tempo (em notacao complexa) rjeve ser da forma exp(— /oar) ; logo, como 
g - v i - - v ( ; - i), a dependencia de ? e da forma exp{ rfcj), onde 



Logo, a onda plana monociornatica mais geral possfvel que se propaga na di- 
recao n = z e dada por 

E x = ae' 5 - ,d^- m,) = vB 



onde a e b ( > 0 ) sao as amplitudes reals das duas componentes transversals e 
( St, ) as respectivas canstantes de fase. Sem restricac de generalidade (por esco- 
lna adequada da origem de i on de podemos tomar 5 t = 0 . Passando para a 
notacao real, teremos entio 

E. = a cos<J> 

iij = b cos g 

onde 



S - S, - S t ; (5.30) 



(5.29) 



e a difercnca dc fase cnSr: as duas componentes. 

Consideremos urn piano Jxra, p. ex., i = 0. Nesse piano, o vetor E varia com 
o lempo f 5> - — Cfj t), e sua extremidade descreve uma curva. Que corva e? Suas 
equacoes parametricas (5.29) mostram que I £ : I < a , I E y I < 6, de modo que a 
curva esta inscrita num retangulo de lados 2a e lb. E a "curva de Lissajous" asso- 
ciada a composieac de duas oscilacoes em direcoes perpendiculares com defasagem 
S , ja estudada no curso anterior (his. Bds. 2, Sec. 3.5). 

Para obter a equacao da curva, basta eliminar * entre as (5.29): 



T = cos(<D + 6) = cos<t>cosS - sen sen 5 
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o que da finalmente, 




(5.31) 



curva do 2° grau que, pot estar inscrila nuni relaiigulo, so pode ser uma elipse 
(podendo degcnerar num cfrculo ou segmento de reta). 

Logo, a curva descrita pela extremidade de E nnm piano fixo e uma elipse. 
Decerns das (5.28) que B tambem descreve uma elipse, mantendo-se sempre 1 E. 
A onda plana iiiunuurumuiiju muh itiul pvxifvei € eiiplicutru-rue pvlarizada. 

A forma da elipse depende da detasagem 6 . Vejamos primeirn cases paricc- 
lares. 

(:) Luz linearmente. polarizada 

Corresponde a 



b = n% (n = 0, ± I, ± 2, ...)| (5.32) 



o que da, na (5.31), 




n impar + ~j = Q | ■ ~ ~ ™ (p - ±k, ±3% r 



(5.33) 
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Fig. 5.1 Polarlzacac linear 

de polariiacao. Em particular, se b - 0 < 
zacao onogonais (independentes) jc e v. 



As duas situates estao representadas 
na fig. 5.1. Como E perrnanece sem- 
pre numa mesma direcao (idem para 
B), diz-se que a onda 6 linea.rme.nie 
polarlzada. Convenciona-se chamar o 
piano (E, u) de piano de vibracSo, e o 
piano perpendicular (B, u), de piano 
a - 0, temos as duas direcoes de polari- 



(ii) Luz circularmeme polarlzada 
Para que a (5.31) se reduza a equacao de am circulo, duas coi;dicues devem 
ser satisfeitas: 



a = b e 5 - iik + - (n = 0,±I,±2,...) j (5.34) 
- 



As (5.29) reduzem-se entao as equacoes parametricas de am circulo: 



E, = ocosO, E v = <ieo^<& + n% + = (-ij 1 a sen* ( 5 - 3 



ou ainda, como <P = — (at . 



i E x = acos((Of),£ v . = (-1)" a sen (to t) 



•)1 



A diferenca entre n par e tj impar csta no sernido ac ocratrso do circulo (fig. 
5.2). A extremidade de E tambem pode ser representada no piano complexo por 
4 + ("% 



/; par + = uc™' n impar + = ae m 
)) (horaiio) 



(5-37) 
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Esquerda Direita 
(n par) (n fmpar) 



Fig. 5.2 Pclarizarjao circular 
Voltando a nola^ao complexa, as (5.35) se escrevem: 



de modo que 



E = E x x + E, y = a e' 9 (x ± i y) + (n par) 

- (« impar) 

(# - Az (o t) 



Sejam 



- ae' 8 - luz circularmente polarizada esqvsrda 
|E_ - ae* £_ - luz circiilarmenre polarizada direita 



(5.40) 



: 4i 



a (5.38) pode ser reescrita: 



(5.42) 



mostrando que uma onda plana tnonocroindtlca arbitrdria pode ser representada 
como superposlcao de uma onda circularmente polarizada direita com uma onda 
circukirmente polarizada esquerda. 

(iii) Luz. elipticamente polarizada 
Voltando agora ao caso geraS, vemos pela (5.31) que os eixos da elipse so 
coincidem com os eixos x e y quando 6 = niz -h - : em ouiras situacoes. estao 
inclinados. Por argumeritos de continuidade e analogia com polarizacao linear 

riacao de S: 




Fig. 5.3 Polarizacao eliptica 



3.4 Atividade otica natural 

Existem substantias transparent.es que tern indices de refracao diferenles para 
luz circularrnenie polarizada esquerda e direita. Issu se deve em geral a uma estru- 
tura assimetrica das molecuias, que tern "'helicidade". ou seja, um sentido privile- 
giado dc rota$a<> cm torno dc um cixo, como um parafuso dc rosea direita (ou 
esquerda). Um exemplo & uma soIucSo de acucar de cana (mais geralmente, de 
origem organica). 



Fig. 5,4 AtravessameiiLj ui wz'a ■:. : v-; b 



Vejamos o que acontece quando uma 
onda plana morrociomatica linearmente 
polarizada incide sobre um tal meio (fig- 
5.4) c atravessa uma espessura d dele. 
Orniiindo o fator e~'""\ a onda incidenle 
e da forma 



E 0 = E 0 e' l " z x (z < 0) | 
e tomamos a origem na face de enirada, onde 

E 0 = E n i (z = 0) 



(3.43) 



(5.44) 



(desprezaremos a reflexao). 

Pela (5.42), podemos decompor essa onda em uma onda circuiarmente polari- 
zada esquerda e outra direita: 



Os fatores de propagacao das duas onda; dsnt.ro do meio sao diferenfes: 



(5.45) 



(5.46) 



J k, - n,k 0 , k_ = n_k a i (5.47) 
i fu(n-) 6 o mdice de refraeao para pokrizacao circular esquerda (direita). Seja 



□ fndice de refraeao medio, e 



a diferenca entre os indices. Temos entao 



: (5.46) sc cscrcvc 



l-'irudmente, ;>pdt j-itrsve^sar mm a espessur;; d, 



E(d)= %e ; " Vri ^cos^^djs-sen^^rfjyj j (5.51) 



que, pela (5.33), 6 uma onda linearmente 
polarizada nsima direcao {fig. 5.5) for- 
mando urn angulo 6 com Oj:, onde 

tg 8 = -tg^j-k 0 dj |e - -i(5rc)it 0 tf| 

(5.52) 

quando a polanzacao inicial (5.44) era x. 

Logo, uma substilncia oticamente ativa produz uma rotacao do piano de po- 
larizacao de luz liiieanrieiile poliuizada incidente sobre sla, e o angulo de rotacao 
e proporcionai a espessura do meio atravessada e a diferenca 5h entre ok Indices 
fi+ e «_ . Se B; > n- , a rotacao e para a direita (iic'tldo hovarioi. c a su^stancia sc 
di/ dexiro^.ra: sc < . i- lc\6sira. 

O acucar de cana ou beterraba e dextrogiro, e e este acucar natural que e 
metabolizado pelos seres vivos; o acucar levdgiro (produzido em laboratorio) nao e 
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metabolizado. Nao se sabe se a origem dessa assimetria biologica e um acidenre 
ligado com algumu assirnetria do ambiente eni que a vida se originou. Todos os 
aminoacidos sao levogiros. 

ApHcacaa a industria do acucar: n.- r e n van proporcinnais a concent ra cao da 
solucao, de forma que a medida de 9 e utilizada em sacarimetros para determinar 
essa concentracao. 



Para tratar o problema da reflexao e refracao, pr&cisamos saber o que acontece 
com o campo eletromagnetico aa interface entre dois meios de propriedades mate- 
riais diferemes. Embora idealizcmos csie interface como uma superffcie de descon- 
tinuidade, o que ocorre de fato e que a transicao de um meio ao oulro se da atraves 
de ama regiao que cobre varias camadas atomicas: a cspessura /; desta regiao e 
porem muito pequena em confronto com os comprimcntos co oiKia Li'pzcos no visrvel. 

Assim, embora os operadores div e rot nao possam ser aplicados a uma funcao 
descontinua (derivadas parciais na direcao normal a caraada d.ivergem), podemos 
ver o que acontece com as equate; de Maxwell apticandc-as. em sua forma inte- 
gral, a camada de irsnsicao, e passando ao limite h — i 0. A discussao abaixo e 
analoga a que se encontra em Fis.Bds. 3, Sec. 5.7. 



versor da normal a AS orient ado do 
Fig. 5.G Calculo da divergent superficial me i 0 \ pam 0 meio 2 (fig. 5.6}, obtemos 
entao: 



5.5 Condi fees de conlorno 




Seja. P um ponto interiio a camada e v um 
vetor que pode represemar um qualquer 
dos campos eletromagneiicos. Aplique- 
mos o teorema da divcrsGncia a um volu- 
me cih'ndrico (fig. 5.6) centrado em P. 
com bases de area AS nos dois meios e 
altura h , onde faremos h — > 0 , de modo 
que o fluso atraves da superffcie lateral 
do cilindro sera despre/ivel em confronto 
com o fluxa atraves das bases. Se e o 




- AS v, ■ n 12 = 




= div vAV = div y AS h 
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on it /; t iofiiiittiiii:-: 6.; olds.; ■>iiperioi -a AS, Logo, 



: Hm (A di\ v) = n, 2 ■ (y, - v, ) = Div v j 



(5.53) 




Mob 1 

Fig. 5.7 Calculo do rotational superficial 



onde t e o versor da tangenle a T no r 
interna a F. Vemos pela fig. 5.7 que 



onde Div y e chamado de divergencia su- 
perficial do vetor t. Vemos que mede a 
dp.ir.or-.thwidnde. na components normal 
de v (diferenca entre as componentes de 
v normais a interface nos dois meios). 
Anal ogam ente. ssja r am circuito orien- 
tado retangular, de altura h e base A I (h 
i nf init.es imo de ordem superior a A/), cen- 
trado em. P e apoiado entre os dois meios 
(fig. 5.7), e apliquemos o teorcma de 
Stokes a circulacao de v ao iongo de T, 
desprezando a contribuicao dos lados de 
altura h: 

' = J rot. v • ttZ = rot. v ■ N AIM ^ 54^ 

AS 

leio 2 e ft e o versor da normal a area A S 
N X n n (5.55) 



de modo que a (5.54) fica 

lim (h rotv)- N - (v, -- v, ) - (n x n lz ) = [fi,, x (v 2 - v,)]- N (5 56) 
Como a orientacao de ]Q num piano paralelo a interface e arbitraria, conclulmos que* 

(5.57) 



■ lim (k rot v) = rt ]2 x (v 2 - v,) = Rot v 



* Sendu icmpic $ - n ]: , = 0, podcriu haver, cm prinefpio, um<i componenie Ue h roi v // n, 2 . EatraaMo, i 
nso acontecs, porrjiie lima Is! component?, tiimando z //n, 2 , sens 



pjrqi.ic is deri vices de y eni -irecce 



ii iriTsri'sci piiMidnstsm l-.nitas. 



onde Rot v e o rotational superficial at v, e mede a descontinuidade na compo- 
nente tar genial dc v. 

Se mtiltiplieannos, nas equacoes de Maxwell (5.1), os dois membros das (II) c 
(IV) por h, fazendo h 0 e notando que derivadas em relacao ao tempo, como 
dB/ dt, permanecem finitas, obtemos 



que sao condigoes de contorno gerals para o campo eletromagnetico iporque as 
eqs. (II) e (IV) valem sempre]: 

A component?, tangential de. E e a component? nonnal de B sao sempre con- 
tinuas na interface entre dois meios diferentes. 

As (I) e (III) das (5.1), validas para meios transparentes, com p = j = 0, mos- 
iram que, nesie caso. a componente tangential de B tambem permanece contmua. 



de forma que B 2 - Bj, c a componente normal de D = k Sq E tambem e contfnua. 



(II') fi l3 x (E z - E, ) = 0 



(5.58) 



(IV) S 12 -{B 2 -B,) = 0 



(!') n l2 x (Bj - B, ) = U 



(5 -58a) 



5.6 Reflexao e refracaa. Formulas de Fresnel 




8i/ 



Consideremos uma onda plana monocro- 
matica {omitimos o fator e~'"") inciden- 
te sobre a interface plena cntrc dois meios 
transparentes de Indices de Tefracao n f e 
*z (fig. 5.8): 




Os versores das direcoes de propaga- 



X cao das ondas incidente, refletida e..refra- 
tada sao re spec tiv am e rite (fig, 5.8): 



u, - sen 6, x - cos d t y 



uj - sen 8, x + cosG, y (5.59) 



Fig. 5.8 Reflexao e refracao 



u 2 = sen 8 2 x - cos 6 2 y 
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onde (x, y) e o plane 
sao, respetiivamcnie, 



idencia e y - 0 a interface. Os fatores de propagacao 
exp (' (pi) - exp (iiij k 0 u, • x) , exp (i (p') = exp^'/i, k 0 v[ • s) 



C5.60) 



o que da, pelas (5.59), 



exp (i ®j ) = exp jj" «i k 0 j^x sen 6, - y cos 8, J I 
exp(i"(pj)= expj^'n, k Q sen 9, -i-ycos^Jj 
exp (?<p 2 ) = es P M«2 j * sen % ~~ . v cos 6, 



Os campos podem sempre ser represcntados como superposicocs de duas po- 
larizacoes iineares perpendiculares. E conveniente escolher uma delas como per- 
pendicular ao piano de incidencia, ou seja, // O z no sisterna de eixos escoihido. 
e a oiitra parulela ao piano de incidencia. Vamos representar as amplitudes de 
componentes J_ por A e as // por B. 

Com o auxflio da Ftg. 5.8, obtera-se as direcoes das componemes // de E. Os 
campos toiais Ei e E2 nos dois meios sao entao: 



(E, = (A, e" 9 ' + A[ e"« )z + B, e '* (x cos 9, + y sen 9,) 

+ b; (-i w»d, +y scue,) 

E 2 = A, e* fc z + B 2 e' 1 " (x cos6 2 + j sen9 2 ) 



Os campos magneticos correspon denies resultam da (5.13) 



B 3 --(i 2 xiA : ^* + B 2 e ,fc z) 



1 56 am&t 



onde as componentes _L estao na direcao z (fig. 5.8). 

As condicoes de contorno (5.58), onde n !2 - -y, dao (lembrando que 
Bi = B2 na interface, nesle caso) 

J-XE.L, = yxE 2 U„ 

(5.64) 

5-xB,U = JxB 2 | j .„ 



Pelas (5.61) e pelas lens da reflex.2o e da refracao, 1 



(5.65) 



de forma que esse fator comum pode ser cancelado. De fato, a deducao das leis 
pela teoria ondulatoria. vista na Sec. 2.2, equivale a dizer que a componente tan- 
gencial do vetar de onda Is sc. conserva, o que leva as (5.65). 
As (5.62) e (5.64) dao entao: 



\A L + A{ = A 2 

\(B l - B[) cos 9, = B, cos6 2 
Pelas (5.59), 

x 2, — — cos 9; x — sen 6 : y 
u', x 2 - + cos 6, i - sen Q, y 
u, x z - - cos 9, x - sen Q 2 y 
de forma que as (5.63) e (5.64) dao 



v, v 2 



— (A, — A,') cos 8, = — cos 9, 



5.6 MssseA 
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Vemos que as (5.66) e (5.68) sc sipaiam em dois grupos independents, urn 
contendo so as amplitudes A e outro so para as amplitudes B. E por essa razao que 
o m.:> c-s pJiLir.izaeoes lineares // e _L ao piano de incidencia e o rnais conveniente. 

Dadas as amplitudes A; e B] do campo eletrico da onda incidence, imeressa- 
nos obfer: 



amplitudes de refiexao 



%s -~^ amplitudes de iransmissao 



o que pode ser feito, porque ten-ios, para cada par destas grandezas, um sistema de 
duas equacoes a duas incognitas. Lembrando que [cf.(2.7)] v\ / - n,i — n (vamos 
omitir o mdice 12), as (5.66) e (5.68) dao: 



A. + a: 



cos6 z 
cosG, 



(5.65) 



Bi + B; = n S 3 



As amplitudes de refiexao e de transmissao obtem-se facilmente resolvendo essas 
equacoes. Combinando os resultados com a lei de Snell, obtem-se (Probl. 5.10) 



sen (9, -9j) ] 
sen (6, + 6 2 ) ; 



(5.68) 
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que sao as formulas de Fresnel para as amplitudes de reflexao. Obtem-se resultados 
analogos para as amplitudes de transmissao. 

Os resultados se sirriplificam para incidencia 1 ( 81 = 9 2 =0). Results 



R, = "L-l = -R, (8, = 0) I (5.69) 



que r.£. ve.dace c o mesmo rcsuhado nos dais casos. Com efcito. para 6, - 0, o 
piano de ineidgncia nao e definido; a diferenca de sinal na (5.69) result, sn de ter 
adotadu convencoes de orientacao opostas para £"m e E\_ nestc caso (fig. 5.8). 
Como fin > 0 para > 1 , isto implica que as direcoes de c £) sao opostas 
neste caso [defasa^ein de 11, ci'. (3.2S)]. 



5-7 Refletlvidade 

Por definig&o, a refieiivida.de € a fracao da intensidade incidente sobrc- uma 
determinada area da interface que se reflete (porcentagem dc reflexao). Lembrando 
3 expressao da intensidade (5.24) e que as ondas incidente e retletida se propagam 
no mesmo meio e sao simetricas em relacao a norma!, resulta que a refietividade r 
e dada por (em notacao complexa) 



(5.70) 



Em particular, para uma onda incidente linearmente polarizada cum polari- 
ao _ on pc-.hnz.acdo //, respectivamente, as formulas de Fresnel dao 



h - 9 0 



' t g 2 (e, + 6 2 ) i 



e, para incidencia ± [cf.(5.69)] 



= 0) 



Vamos discutir o andamento de r± e ru em funcao do angulo de incidSncia 
6], supondo n > 1 (meio 2 mais refringente que 1). 
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Conforme ja foi antectpado na Sec. 2.4, a refletividade e em geral muito 
pequena na incidencia i_. A (5.72) mostra que e = ( 1 / 7 f ~ 2% para iima inter- 
face ar/agua (« - 4/3), e e - (1/ 5)" - 4% para mm: interface ar/vidro 
f'fl = 3/2). 

Por outro lado, para incidencia rasantc ! Q, > n /2 ), as (5.71; mos:ram que 
r± e m tendem a f, ou seja. a luz tende a ser totalmenre rcficcida (superfine de 
mil lago atuando corno espelho em relacao a uma margem distante). 

Que acontece entre esses dois limites? Pode-se mostrar (Probl. 5.15) que 

dr 1 /dQ l >0 fo<0, <-) (5-73) 



dc rriudu que n crescc monoionicatnente enlre seus valores extremes. Para valores 
de n usuais (nao » 1 ) e preciso aproximar-se bastante da incidencia rasante para 
que a reflcxao seja aprcciavel. 

Ja r N tern uin andamento diferente. 
1.0; -% 



Com efeito, a (5.71) mosira cue existe urn 
angulo de incidencia 9i = Q H para o qua! 
m - 0. E aquele para o qual o denomina- 
dor —j ou seja, 0, + 6 2 = 7i72, o que 
d4, asaiido a lei de Snell (cf. Probl. 2.1), 



(5.74) 



0 s 



Para 0 < 6, < 8 S , ni deeresce monotoni- 
camente; para 0, > 9 S , cresce monotorii- 
camente para 1 (fig. 5.9). 



Fig. 5.9 Refleiividades para uma interface ar/vidro 
Que acontece se a luz incidente e iinearmeme polarizada numa direcao interme- 
(haria enlre I e // V 



1 60 PoSdnidcao 




Fig. 5.1 0 Azinjis de n;!cenc:£ 

Seja Ei o campo eletrico da onda incidente e a sen aziiiiu't'. ciefiiiido como o 
angulo que faz com sua projegao Ejh sobre o piano de incidencia. As comp on elites 
_L e // de Ej sao dadas por (fig. 5.10) 



|E 1N j = |E,j cosa ; [E 1± | = |E,| sen 
Logo, as componentes J_ c // da onda refletida sao 
|JE',,| - |R a | [e mi | = |R N | jE,j cosa 

| E 'j.| = | r j.| | E i±| - i R ±j l E i| sen a 

e, como !E'i I 3 = lE'mf + I E\j_\\ a (5.70) da 



(5.75) 



cos a + r, sen" 



5.8 Polarizafae per reflexao 

Para 0j — Ba, Temos r\\ - 0. Logo, se, a onda incidents fiver polariiaiau li- 
near // , ndo ha onda reflelida : toda a Juz e transmitida. Se a onda incidents e 
lineai-mentc poiarizada com azimute a. qualquer, scmente a componente Eu_ e 
refletida nesse angulo. Logo, nesse caso, a luz reflerida. e lint: an none poiarizada, 
com E'i perpendicular ao piano de incidenact. 



161 



Mais geralmente, isso aconiece qualquer que seja a polarizacSo (elfptiea) de 
uma onda incidents monocromatica, pois tambem podemos decompo-la em compo- 
nentes // e ± . E acontece tambem para luz natural., emitida por um corpo incan- 
descente, como a luz solar, p. ex. . 

Com efeit.o, cada components monocromatica do espectro da iuz solar pode 
ser deeomposta em componentes //el. Assim. se luz soiar incide sobre uma pla- 
ca de vidro segundo urn ingulo 6i = Q B = 57° , a luz refletida e linearmente polari- 
zada, com E/_l_ ao piano de incidencia. 

Foi assim que Malus descobriu a polarizacao poi refle.iao: estava observando, 
em Paris, a luz do sol pocnte refletida pelas janelas do palacio do Luxemburgo, 
atraves dc um crisisl sensi've! a polarizacao. 



Para luz natural, o vetor Ei da onda incidente, em cada instante /, pode ser 
decomposto em Em e Ei u associados ao azimute inslanfSneo a(r). Entrelantu, a 
variara rapidamentc e ao acaso com o tempo: todos as valores de a serao igual- 
me-nte provaveis. o que implica 



ondc { ■ - - ) e a media temporal. A (5.76) da eiitao a refletividade para luz natural 





Fig. 5.11 A lei de Brewster 



6i + 82 = Jc/2. Isso equivale a dizer que 
o dngulo de polarizacao Q B £ aquele An- 
gulo de incidencia para o qual, segundo 
as lets da rcficxao c do. rcfracdo, o raio 
refletido e perpendicular ao raio refraia- 
do (fig. 5.11). Este resultado, descoberto 
por David Brewster em 1815. chama-se 
lei de Brewster. 




(5.77) 



(5.7S) 



A curva correspondente esia representada em linha interrompida na fig. 5.9. 
Embora a luz incidente natural scja na.o- polanzada [ef.i'5.77)], isto nao e ver- 
dade para a luz refletida. Com efeito, na iuz refletida, teremos 
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(|E;„f) _ ^eJ) _ r _ cos ^( ei ^9 2 ) 



[5.79) 



onde usamos as (5.71). 

A razao (5.79) so 6 - 1 para incidencia L (8] — 0) ou razante (9; — n/2). 
Entre esses dois extremos, como se ve peia fig. 5.9. ela e < !. ou seja. a luz 
refletidt e paixiannenic poianzuda. com predominio da componente i_ . O grau de 
polarizagao e deftnido por 



com 0 < P < 1 . Para Bj - 0 ou 9, = jr./ 2 , tem-se P = 0 : a luz refletida con- 
tinua sendo luz natural. Para 9 S = 9 fl . e r u — 0 e P = 1: a luz refletida 6 ioloZ- 
mente polarizada. 



Isso pode ser verificado experi mental mente f agendo com que a luz refletida 
por uma placa do material (p. ex., vidro) segundo o angulo S B incida sohre uma 
placa do mesmo material, situada de tal forma que a componente Ej, em relacao a 
l. a placa (polarizador) passe a ser a componente En em relacao a 2." (analisador). 
Para isso, basta que o 2." piano de incidencia seja X ao 1." (fig. 5.12). Se, alcm disso. 




(5.80) 




Fig. 5.12 Polarizajao por reflexao 



orientarmos a placa analisadora de tal forma que o anguio dc incidencia sobre cla 
tambem seja 6 B , nag hd luz. refletida pela 2." placa (fig. 5.12). 

Suponhamos agora que. sempre maniendo fixo o anguio de incidencia Q s sobre 
o analisador, facamos que ele gire (a normal n' ao piano do analisador na fig. 5.12 
permanece sobie o cone de eixo sobre o raio e abertura 8 e ). O anguio |3 entre os 
dois pianos de incidencia deixa de ser n/2. Esse e iambern o anguio entre as 
normais ao dois pianos. Como E da onda incidente sobre o analisador e _L ao 1.° 
piano dc incidencia (fixo) ; |5 6 tambem o anguio entre E e a normal ao 2.° piano de 
incidencia. o que implica (veja a fig. 5.10) 



onde a e o azimute de incidencia sobre o analisador. 
Podemos entao aplicar a (5.76), onde r u = 0: 

refletividade 

aa 2' reft. 
* 



r-r,sen 2 a = nsen 2 i^-Pj { 



Essa relacao mostra como varia a intensidadc da luz refletida pelo analisador com 
o anguio J3. Ela e - 0 na situacao anterior [diz-se nesie caso que o polarizador e o 
analisador estao com sens eixos cruzados ( fS = Jt/2)], c e maxima para (i = 0 , 
quando os dois piano i de iii-.'i^e.icia >au pa!i.;rlu.> ; dc incdu auc o vet or E incidenie 
e ± a ambos. Note que p* e o anguio entre a direcao de vibracao da luz incidente 
sobre o analisador (direcao de E) e a direcao para a qual a mtensidade e maxima 
(P = 0). 

A (5.82) e um caso particular da LEI de MALI'S: a mtensidade analisada 
varia proparc tonalmente ao quadrado do cascno do ansi-lo en; re a direcao de vi- 
bracao da luz incidenie sobre o analisador e a direcao para a qual a mtensidade 
da luz analisada e maxima. 

O aparelho constiturdo pclo par dc placas de vidro chama-se polariscopio de 
Norrenberg. O polarizador Lransforma luz natural em luz linearraente polarizada: o 
analisador permite detetar (analisar) a existencia de polarizacao. fazendo variar p. 
Polarizador e analisador funcionam como filtros de polarizacao. 
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Uma placa de vidro nao e urn polarizador muito eficiente. O grarico da fig. 5.9 
mostra que n = 0,15 para 9, = 6*. Aplkando a (5.78). concluimos que apenas 7,5% 
da intensidade incidents sobre o polarizador sao aproveitados. 

Outros metodos de polarizar e analisar a luz empTegam a trans miliar, arrives 
de meios ancsotrdpicos. como os cristais, cujas propriedades variam com a dirccao 
relativamente a seus eixos de simetria. Em seu "Tratado sobre a Luz" (1690). Huy- 
gens ja discutia as propriedades oticas da calcita (conhecida naqoela epoca como 
espato da Islandia), que pode ser empregada para produzir e analisar luz polarizada 
(prismas de NiCQl). 

Edwin H. Land criou inn material artificial, o Polaroid, capaz de ahsorver 
fortemente uma polari^acao linear preferencial, ao mesmo tempo que transmit? a 
polarizacao ortogonal a essa. Um material que absorve diferentemente duas polari- 
zafoes lineares ortogonais chama-se dicroico. O polaroide e um plastico consti- 
tuldo de moleculas de um polfmero organico sintetko, o alcool polivinflico; sao 
moleculas muito longas. Laminas desse material sao estiradas mima direcao, pro- 
duzindo o alinframento preferencial das moleculas; o dkroismo e reforcado pela 
adicao de iodo. Como a luz solar refletida e parcialmente polarizada [cf. (5.80)], os 
oeulos de Polaroid funcionam como oculos de sol e atenuam a luz reflelida. 

5.9 Reflexao Total 

Ate aqui, so discutimos a comportamento da refletividade para fndice de re- 
fragao relativo n > 1, quando o meio 2 e mais refringente que 1. 



Para ver o que acontece quando n < 1, no tenuis primeiro que, pelas Icis da 
reflexao e da refracao, se invertermos o percurso do raio refratado [fig. 5.13(b)], 
inverte-se tambem o percurso do raio incidente, que passa a ser o raio transmitido. 




Fig. 5.13 Reversibilidade dos raios 
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or outro lace. 



; expressoes (5.71) da refleiividade nao se alteram sc trccar 
6 2 : 6, % o que troca n o 1 tn [isto tarnbem nao altera 



i (5. 



Essa /ei de reciprocidade permite obter o andamento de r\\ e r± em furtcao do 
angulo de mcidSncia 8i para uma interface com n < 1 (p. ex., vidra/ar, j? = 2/3 ) 
a partir dos valores correspondentes para a transigao inversa (ar/vidro, n - 3/2), 
trocando a escala de abscissas Gi — » 62- 




iara uma interface 
ita reprcsentado 



■ : idro/ar 



O resultado, 
[« - 2/3), 
5.14. As curvas do grafico da fig. 5.9 a- 
parecern "comprimidas" entre 9| - 0 e 
3 = 0... onde Ovj c c a ng a.! c c"ittco dc- 
finido na (2.13), 



I 



Fig. 5.14 Refleiividades nara lima interface vidro/ar 



(5.83) 



tanto r-i_ como r\ \ tendem 



que, para uma interface vidro/ar, e ■= 41°. Para 81 
a 1 (reflexao total). 

Que acontece para 8, > 9 L -'? Como indicado na fig. 5.14 e visto na Sec. 2.4, 
ocorre a itfwxdu tjuu, ou seja, n e r\\ perm antes 111 iguais a 1. En tret an to, isso 
nao significa que o campo eletrom agnetico no meio 2 seja identicamente nulo, pois 
ele e # 0 no meio 1 e isto violaria as condieoes de contorno. 

A lei de Snell daria 



0 que nao pode ser satisfeito por um valor real de 8 2 , mas pode set satisfeito por 
Mill valor comph:xo. que e permitido porqtte estamos usando notacao complexa. 

As funcoes cosr, e sen; para z - x + iy complexo sao definidas pelas ffjr- 
mulas de Euler, 



3 que da 



; e a funpao cosenu hipt-rbuUiu. > l p.-ua > 0. 
Logo, podemos continuar satisfazeMo a Isi de Sneil para 



i > %) (5.87) 



Embora ate aqui tenhamos Interpret ado 8; geor.-ieireamente. coma utti angulo, 
a verificaeao , eqtiaeoe- de Maxwell e d::s condicoes de contonio >6 depende das 
propriedades analiticas de cos? e sen z, que permanecem as mesmas para z com- 

Asmhi, as iunuulas de FreMiel (5 .67 1 e (5.65) permanecem validas, o que d& 



I J = cos (e. + iv) = it 



cotg (9, + i >F) 



onde usamos o faio de que o numerador e denominador nao cnmpiexos conjugados, 
de forma que o quoeiente e um fator de fase (Sj. e S M sao reais). Logo, 

j 1 = |R,f ; ; = [R„f = i . e,>e„ (5.89) 

cortfirmando a ocorrencia do n h: . u tut acinic da incidencia critica. 

Alem disso, vernos pelas (5 .88) que as componentes J_ e //da iuz refletida 
sofrem defasagens diferentes. . . ■ - , ■ , .i. , Lca de fase 



5 = 5,- 5„ 



entre as duas componentes: 5 varia com 6i_ Podemos usar esse resultado para pro- 
duzir hiz clipticamente polarizada a partir de luz incidente linearmente polarizada, 
atravds de uma dnica reflexao totai. 

§„!© P#si@frea«a@ g§§i Suz bio m&tm m«»i@s dense 

Vejamos agora como interpreiar o valor complexo (5.87) de 62 para t> campo 
eleiromagnetico que penetra no meio oticamente menos denso ( n 2 < n\ ) . 

O fator de propagacao dos campos no meio 2, c dado pela (5.61), ondc 

temos de substituir 82 pela (5.87). que tambem da sen 81 . 

For outro lado, 

cos6 2 = cqs^l-ifj - sen $ W) = - ~_ - = isbH> (5.90) 

de modo que obtemoS 

i exp(ztp 2 ) - exp ji'-s, (vchij/ - iysh *P)] 

(5-91] 

= exp (i/i, ch *F£ 0 .r) t * d,¥l 




Fig. 5.15 Oncia evanescente 



o que represents uma onda que se pro- 
paga na direcaa x e se atenua exponen- 
cialmente na direcaa y < 0, isto e, a me- 
dida que penetra no meio 2: temos de to- 
mar * > 0 na (5.87). Como o meio 2 e 
trans pare nte, essa atenaacao nao esta as- 
sociada a absorcao c; er.ergia. Uma onda 
desse tipo (fig. 5.15) chama-se onda eva- 
nescent e. 



Se tomarmos. p. ex., a componeatc ± na{5.62). supondo A 2 real, e voltarmos 
a notacao real, o campo eletrico no meio 2 fica (reintroduzinda a dependencia tem- 
poral) 

£ < 0) (5.92) 



i E 2 = A 2 cos (k 'x - ml) e 



■ k' = ih k 0 ch W ; K = «j £ 0 sh ¥ 



O campo magnetico corrsspondente 6 dado pela (5.62), onde u 3 x z results da 
(5.67): 



cos Q 7 x + sen 6 Z y a '- > 



ou. voltando a notacao real. 



B 2 =+-i4faV sen - or)e t? x 



- ch ¥ cos (V.v - to r) t - fi - v y 



As (5. 92)- (5. 94) mostram a estrutura da onda no meio 2. 

Dsfinimos a profundidade de peneiracao como a profundidade I y I = rf para a 
qual as amplitudes de E 2 e B? se reduzem a e" 1 - 1/e do seu valor na interface. 
Poitanto. 



K <I 2 ^;^sh , i , 2jc n, sh ¥ 



No angiilo crftico 9i — 8,- , temos ¥ — 0 e a profundidade de penetracao e infi- 
nita, mas f aumenta rapidamente para 9] > Q c fcf.(5.87)], c d cai logo a uma 
fracao de comprimenio de onda. 

A primeira vista, parece haver uma contradicao com a conservacao da energia: 
como pode haver penetracao da onda no meio 2 55 a reflesao e total? Para ver o 
que acontece com a energia, calculemos a densidade de corrente de energia no 
meio 2, dada pelo vetor de Poynting (real) associado as {5. 92) -(5. 94): 



■ — Et X — 



5 M 

Ho "2 



cfiT e 2 " cos 2 (k f x-Q)t)x 

sh ¥ e 2 K - v sen (k'x - to r) cos (fc'j: - o r) j 



Vemos que, em cada instanic, ha uma corrcntc de energia positive! ilk isrecae 
x. ao passo que a componenle y oscila entre valores positives e negalivos (com 
valor medio - 0) ao longo da interface. 




Fig. 5.16 Liniias de corrente da energia na reflexao tola! 



Uma porcao das : 'linhas de forca" de S 2 (Hnhas de corrente da energia) num dado 
instante t na vizinhanca da interface esta representada na fig. 5.1 6. O conjunto se 
desloca para a direita com a variacao de t. Se tomarmos uma media temporal ou 
espacial (sobre urn intervalo de varios comprimentos de onda), obtemos das (5.96) 



i <A)' 



E facil verificar que o vetor de Poynring complex n lev? ao niesmo resultado. 

Vemos assim que, na direcao y, a energia penetra e ,sai do meio 2, sem que, 
em media, haja (.ran spur le de energia para dentro do meio: a corrente de energia faz 
meandros em torno da interface. 
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Isso ainda nao explica como a energia pode miciahnente penetrar no meio 2. 
Nao da para ver isso numa soiucao estuciondria, como a que estamos consideran- 
do: a dependencia temporal foi suposta manocromdticu de frequencia co para 
- co < i < oo; 5er ia preciso considerar um prob!ema nao-estacionario, correspon- 
dendo a uma superposieao de frequencias. 

Outra idealizacao foi lermos considerado uma onda plana incidence, que tern 
extensao mfmita. No caso mais realists de um feixe de luz limitado lateralmente, 
tem sc uma superposicao de o.idas ulaiids ciiias Li:ecffc dc prorjapcSo variiifr, c,e 
modo que para uma parte delas a incidencia esta abaixo do angulo crftico. Verifica- 
se nesse case quo a energia penetra e sai do meio 2 pelas fronteiras do feixe. 

Que acontece se tivermos uma lamina de 
faces pctralelas de espessura h, com 
m < ii], e um angulo 6 T > 8 r ho 1.° 
meio? A onda evanescente no meio 2 tera 
eniao ainda uma amplitude fiuita ao alin- 
gir a outra interface, e dara origem a uma 
nncla li-fmsmirid;-. i£ ? ie propaga na di- 
recao 6, (fig, 5.17). 

Logo, a reflexao deixa de ser total: □ fe- 
nomeno chama-.se reflexao total frustra- 
da. Entretanto, para que Eg, teiiha ampli- 
tude perceptive!, e preciso que a espes- 
snra h nan seja»que a profundidade de 
penetracao d; c-aso contrario, a atenuacao exponencia! da onda evanescente torna 
1 E} 1 tao pequeno que nao se consegue detetar a onda transmitida atraves da camada. 

Por isso. o efeito 6 muito diffcil de obser- 
var na regiao do visfvel, uma vez que h 
nao pode ser » que o comprimento de 
onda ( d e ~ X ) . Mas ele pode ser facil- 
rnente detetado com ondas de radio. Num 
experimento feito por J. Bose, dois pris- 
mas de asfalta (fig. 5.18) estavam separa- 
dos por uma distancia h de varios cm e 
uma onda incidente de X = 20 cm sofria 
reflexao total frusirada no I." prisma. Si- 
do 2." prisma, com intensidade cres- 




Flg, 5.17 Reflexao total frustrac 




Fig. 5.18 Experimento de J. Bos 
nais mais fracos puderam ser detetados atr; 
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cenle a medida que h dimiauia. Conforme veremos ao tratar de ffsica quantica, esse 
efeito e o analogo elet.ro ma gnetico do efeito quanfico conhecic.r como p.iwinmentn. 

Surpreendenlemente, porem, o efeito ja havia sido detetado pur Newton em 
seu segundo artigo publicado, que data tie 1675! Na experier.ciK do; an?:s de New- 
Ion (fig. .'MO;, na lamina de ar que separa a lentc piano-con vexa da placa de vidro, 
pode nao haver exatamente urn contato com a placa, deixando iima camada de ar 
muito fina entre os dois. Newton percebeu que luz que deveria ser totalmente re- 
fletida conseguia atravessar essa camada desde que fosse suficientemente fina, e 
estimou a espessura em no maximo alguns comprimentos de onda: ele ja havia 
usado suas medidas dos raios dos anein para determinar com grande prccisao o 
comprimento de onda. Foi Newton, portanto, quern descobriu a reflexao total frus- 
trndii. 



PROBLEMAS 



1. Mostre que as equtacoes de Maxwell (5.1), (5.2) nam nieio dieletrico nao se 
alteram pela substituicao: 



desde que a constanic a seja escolhida apropriadamente. Que acontece com o vetor 
de Poynting S nessa substituicao? E com as densidades de energia Ug , U M '? 

2. Demonstre, a partir das eqs. de Maxwell incluindo uma corrente j, a ex- 
pressao do balanco de energia medio para um eampo rnonocromatico. 



-divS + = -j" ■ E+2(Q ((U E ) -p M )) 



onde S ' e o vetor de Poynting complexo. intcrprctc a parte real e a parte imagmaria. 



1 72 ?dxh^„ 



3. Demonstre que os ve tores de polarizacao circular (5.39) formam uma base 
ortonormal para urn produto escalar de vetores complexos a e b definido como 
a ! b, ou seja, que 



5. Duas ondas circularmente polarizadas de mesma freqiiencia propagam-se 
na mesma direcao, com amplitudes ack respectivamente. Descreva a polarizacao 
e orientacao da onda resultante: (a) Se ambas sao levogiras; (b) Se a e levogira e 
2a e dextrdgira. 

6. Num meio anisotropieo, para luz que se propaga no longo de uma "direcao 
principal", ha dois fndices de refracao diferentes, m e m, conforuie a direcao de 
vibracao do campo eletxico esteja numa das duas outras "direcoes principals" per- 
pendiculars entre si e a direcao de propagacao. Chama-se placa de um quarto de 
onda uma lamina do material cuja cspcsaura d introduz uma difcrcn^a dc caminlnj 
- Ao ( X<> - comprimento de onda reduzido) entre essas duas componentes do campo 
eletrico. (a) Caleule d; (b) Se uma onda Iinearmente polarizada segundo a bissetriz 
dessas duas direeoes principals incide perpendicDlarmente sobre uma lamina de um 
quarto de onda, qual e a polarizacao da luz transmitida? (c) Caleule d para uma 
farnina de mica, em que s, - 1,5941 e m = 1,5997, se Xo = 6.000A. 

7. Faz-se girar um analisador de polarizacao em torno da direcao da luz iaci- 
dente como eixo, observando-se a intensidade da luz transmitida. (a) Mostre que 
isso nao pennite distinguir entre luz incidente circularmente polarizada e luz natu- 



$1 ■ £_ - ■ &t = 



0 



i' r - e" c - 1 




ondo 




ral. (b) Coloca-se agora no trajeto da luz incidente, antes de atingir o analisador, 
lima lamina de urn quarto de onda (veja o Probl. 6). Mostre que isso torna possfvel 
fazer a distincao enire polarizacao circular e luz natural, e explique como. 

8. Chama-se eixo de urn filtro de polarizacao (polarizador oo analisador) a 
direcao de vibracao para a qual sua transmissao 6 maxima. Um par de filtros tem 
seus eixos cruzados (perpendiculares), de modo que bloqueia a luz incidente. Colo- 
ca-se agora um terceiro filtro enire os dois, com seu eixo formando um angulo 
6 com o eixo do 1.° filu-o. Sc luz natural de intensidade Iq incide sobre esse siste- 
ma, qual e a intensidade da luz transmitida? 

9. Use o operador Div para obter a condicao de contorno na interface entre 
dois meios quaudo existe sobre ela uma distribuicao ce earsa com densidade super- 
ficial a. Aplique o resultado a um condutor perfeito. 

10. Calcule R± e R\\ , definidos pelas (5.69), inclusive no caso particular 
6, = 0. Calcule T± e 7i,. 

11. A transmissividade. t 6 defmida co- 
mo a fracao da intensidade incidente so- 
bre uma dada area da superffcie de sepa- 
racao (indicada por A B na fig. ao lado) 
que e transmitida para o meio 2. 

(a) Mostre que 



, K s »> 


cose, tg e, |e 2 | 2 




cos 9, tg6 2 | E| j 2 



(b) Calcule i M ,,t± (inclusive para G, = 0 2 = 0). 

12. Verifique que ;_ • I, - r n +- t\\ - 1. 

13. Para G, - % (angulo de Brewster), (a) Calcule r± ; (b) Calcule U : (c) 
Calcule o grau de polarizacao da luz transmitida. 
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14. Paia que sc icnha uu! fihnu unU-refleror (Sec. 3.3), de mdice de refracao 
m , situado entre dois meios de indices « f e m, nao basta que a espessura do filme 
seja de 1/4 do comprimento de onda no meio 2 [cf. (3.30)]. £ precise tambem que 
a reflet ividade das interfaces 1/2 e 2/3, nr no id : a ;:c p^nd cular, Keja a mesma. 
Moslre que a condicao para isso e: n 2 = V~kT^ . 

15. Demonstre a (5.73). 



INTEODUClO 
A RELATIVIDADE 



6.1 © Principle da Relativldade na Iletrodlndmka 

Vimos que, como consequencia das cquacoes de Maxwell, as ondas cletro- 
raagne'ricas se propagam, no vacuo, com velocidade c - I /\ que e uma cons- 
taraie universal. Entretanto, ainda nao djscutimos uma questao basica: a que refe- 
rencial se refere essa velocidade? 

A dependencia das leis ffsicas com respeito ao referenciai foi discutida na 
Mecamea Classica (/'is. fids. 1. Sec. 13.1), onde vimos que as leis basicas da Meca- 
nica assumem sua forma mai.s simples nos referenciais inerciais. Par definicao, um 
referenciai & Inercial se nele vale a lei da iaercia, ou seja r uma parti'ciila nao sujeita 
a fracas (sulicientemente afastada das demais) permaneee em repouso ou em mo- 
vimento retilfiico uniforme. Com boa aproximacao, um referenciai vinculado as es- 
trelas fixas e inertia!. 

< 3 ') Vimos tambem que qualquer referenciai em 

movimenLo retilfneo uniforme em relacao 
[o; . a um referenciai inercial e fambem iner- 

mm 

Se o referenciai (£') (Fig. 6.1) se move 
em relacao a ( S ) com velocidade cons- 

/Lante V s as origens O e O' dos dois refe- 
renciais coincidem no instante f — / ' — 0, 
vimos que a relacao entre as coordenadas 

Fig. G.l Referenciais (S) e (S) 
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1 x [ x , y , ; ) , r ] e [ x ' ( x ' . y ' . z ' J . / ' ] nos dois referenciais e dada pela transfor- 
macao de Galileu 



,x' = x-Vr 

\f = t 



(6.1) 

da qua! decorre a lei de Galileu de composicao de velocidades 

| v' = v - V | (6.2) 

onde v e v' sao velocidades relatives a ( 5 ) e (£'), respectivamente. Decorre 
tambem a igualdade das aceleracaes: 



(6.3) 



Como a transformacao de Galileu nao afeia as disLancias entre partfculas nem a 
massa, tambem nao afela uma forca ¥ que so dependa dessa* distancias (como a 
gravitacao), dc modo que 



(»' ^ (6.4) 



isto e, a lei basic.a da dinamica nao se altera. 

Daf decorre o principle relatividade da Mecanica. devido a Galileu: ^ /m- 
possfvel aeretar wn i/;o\ime : :y.- retiii'nec inr.jc>~me de :iii> rcfsr-ncial em relacao a 
ourro par qualquer efeito sobre as leis da dinamica (Galileu deu o exemplo de 
experiencias de mecanica feitas sob o conves de um navio, com as escotilhas feeha- 
das, que seriam incapazes de distinguir se o navio estaiia ancorado ou em movi- 
mento retiimeo uniforme). 

Vimos tambem na Mecanica que esse prinefpio deixs dc valcr para refer- 
enciais nao inerciais: aparecein eiciloi de-tldveh sobre as leis da luccanica, atraves 
das/orpu de inertia (forca cenirffuga, forca de Coriolis, etc.). 

Eutretanto, se procurarmos estender a Eietro dinamica o principio de relativi- 
dade. deparamo-nos imediatamente com um problems: decorre das leis da Eletrodi- 
namica (eqs. de Maxwell) que a luz se propaga, no vacuo, corn velocidade c. Ad- 
mitindo que isso vale num dado referenda! inercial, e que valem as leis da Meca- 



nica Classica, o resultado nao poderia valer rium outro referencral inercial em mo- 
vimento retilineo uniforms em relacao ao primeiro com veiocidade V. Com efeito, 
pela lei da Galileu de composicao de velocidades, seria 

c' m c ~ V (6.5) 

e, por conseguinte, seria cV c (e c' variaria com a direcao de propagacao), con- 
tradiiesido o princfpio ds reiatividade no caso da Eletrodinamica. 

A validade das eqs. de Maxwell estaria reslrita entao a Bin referencial inercial 
privilegiado, onde a veiocidade da luz e c em todas as direcoes. Isso aconlece, p. 
ex., na acdstica: as ondas de som se propagam atraves de um meio material, que e 
o suporte das oscilacoes. e a veiocidade do scm i isorrcpicci ('a mc?ma cm todas as 
direcOes) somente num referencial em que este meio esta em repouso. Observada de 
outro referencial em movimento em relacao a este, a veiocidade do som e diferente 
e varia com a direcao (Efeiio Doppier: Fts. Bds. 2, Sec. 6.9). 

A identificacao do "vacuo" com um tal suporte material das ondas eletromag- 
neticas corresponde ao conceito do iter, meio hipoteuco cuja existencia ja havia 
sido postulada por Descartes. Vimos (Ffc. Bds. 3, Cap. 11) que o proprio Maxwell 
chegou a suas equacoes com base num modelo tnecaiiico para o campo eletromag- 
netico, um "eter celular". 

Se o eter exisrisse como referencial privilegiado, deveTia ser possfvel, por ex- 
periencias de propagacao da luz, detetar um movimento retilfneo uniforme em re- 
lacao a ele, ou seja, o princfpio de lelatividade nao seria vaiido na eletrodinamica 
(da mesma forma que nao e vaiido ria propagacao do som). 

Se quisessemos, porem, manter o princfpio de reialividade tambem na eletrodi- 
namica. a (6.5) mostra que isto nao seria compativei com a validade simultanea das 
equacoes de Maxwell e das ieis da mecanica newtoniana; uma das duas teria de ser 
abandonada. 

Teria de ser valida, portanto. uma das seguintes opcoes: 

(i) A mecanica newtoniana e as equacoes de Maxwell sao validas, mas o prin- 
cfpio de reiatividade nao se aplica a todas as leis fisicas; existe um referencial 
absolute (o eter), onde a veiocidade da luz e c em todas as direcoes, e deve ser 
possfvel, por meio de experiencias eletromagneticas, detetar um movimento reti- 
lfneo e uniforme em relacao ao referencial absoluto do eter. 

(ii) O princfpio de reiatividade aplica-se a todas a leis fisicas e a mecanica 
newtoniana 6 correta. Nesse caso, as equacoes de Maxwell teriam de ser modifi- 
cadas, e deveria ser possfvel observar desvios das leis eletrodinamica classica. 
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(iii) O principio de relaiividade aplica-se a todas as leis ffsicas, e as equacoes 
de Maxwell sw corretas. Nesse caso, a mecanica newtoniana e a transformacao de 
Galileu nao podem ser corretas;: deve ser possfveJ observer desvios das leis da me- 
canica newtoniana. 

A unica opcao compalivel corn os fatos experimental;!, conforms varnos ver, e" a (iii). 

5.2 O experimento de Michelsoat s M@risif 

Consideraremos primeiro o teste experimental da opcao (i). Se ela fosse vali- 
aa. dsveriii ;;er pcss:'vcl detciar urn movimento retilineo uniforme em relacao ao 
eter usando a lei de Galileu de composicao de veiocidades (6.5): a velocidade da 
luz iium referencial em movimento relativo ao eter deveria ser diferente em di- 
re.coes diferentes. 

Um referencial onde o So! estaria em repouso e com boa aproximacao urn 
referential inercial. A velocidade de translacao da Terra em relagao a esse referen- 
cial e da ordem de 30 km/s, e sabemos que tern sentidos opostos em intervalos de 
meio ano, o que correspondc a uma vanacao as velocidade da :>rdem de 60 km/s. 

Logo, mesmo que um referential ligado a Terra (laboratories esteja em re- 
potiso no eter num dado instante, tera uma velocidade relativa a ele de ~ 60 km/s 
meio ano mais tarde. Durante meta.de do ano, a Terra tem uma velocidade V de 
pelo menos 30 kmJs cm rcijCLC a quaiquer rcfcrcneial inercial fixo. Pela lei de 
composicao de velotidades, isso daria origern a desvios da ordem de V/c > 10" 4 
na velocidade de propagacao da luz. 

Numa sene de experieneias realizadas entre 1881 e 1887, A. A. Michelson c 
E. W. Morley procuraram detetar esses desvios (muito pequenos) asando o inter- 
ferometro de Michelson (Sec. 3.5). 




O interferometro esta representado es- 
quemaLicameme na fig. 6.2 (nao foi re- 
presentada a placa de eompensacao do 
camiaho oticoj. Sets bracos tem com- 
primentos L\ e h ■ F e a fonte de luz, P 
a placa semicspelharta divisora do Fei- 
xe. Ei e Ei sao os espelhos e L 6 a 
iuneta de observacao. 

A experiencia foi repetrda muitas 
vezes, com diferente^ orientacoes da 
montagem como um todo. Suponha- 



Fig. 6.2 Experimento de Michelson e Morley rnos que, na situacao da figura, 
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Terra esteja se movendo cm relacao ao (hipotetico) eter com velocidade V na di- 
recao OEj. 

Como c // V ao longo de h, temos [cf.(6.5) e fig. 6.3] 



Fig. 6,3 Percursos longitudinals. A velocidade e c' = c - V na ids (a1) e c' = c + V na volta [e2] 
Tempo total para ida e volta ao longo de I, = 



c-V r + V c 2 - V 2 



S = V / C | (par£ metro ;iifin-,en.ior.a' ) (6-7.) 



Visto do referencia! do eter, o pereurso 
na direcao de h & obliquo, porque, duran- 
te o tempo de ida e volta da luz do espe- 
Iho E 2 , a placa P se tera deslocado de d 
para Oz- Conforme mostram as figs. 6.4 
(a2) e (b2), tanto na ida como na volta a 
velocidade da luz no referencial da Terra 



(6.8) 



Fig. 6.4 



Percursos trans-zersais 



de modo que o tempo do pereurso de ida 
e volta ao longo de k sera 
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A diferenca de caminho otico entre os dois percursos e 



A - c (/, f,) - 



Se os espeihos Ei e £2 nik> sao exatamente perpendicu lares entre si : essa diferenca 
de caminho da origem a franjas de interferencia de igual inciinacao na cunha de ar 
de pequena abertura formada por Ei e peia imagem de F. t na plana P (rf fig ^ IS) 
Se girannos agora de 90" o dispositive) todo, os papeis de U e b sao intercam- 
biados, o que da: 



2/, 



2/, 



A figura de inteiferencia observada anteriormente sofrera um deslocamento corres- 
pondente ao camirdio diico 



6 ■* 0 



(6.12) 



Como esperamos que scja p « 1, podemos aproximar 



==(i- P =r-n 



(6.13) 



O deslocamento (6.12), medido em termos de niimero de franjus, 6 entao 
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(6.14) 



cm seja, o efeito e de 2. a ordem em V/ c = p. E par ser fao pequeno que se neces- 
sita de uma teenica interferometrica. 

Na l. a experiencia de Micheison e Morley (1881), era k = l 2 ~ 1,2m e 
X — 6 X 10"' m (liiz amarela). Tomando 6" ~ 10 -4 , como vimos no im'cio desta Secao, 
resulta entao I 3m I ~ 0,4 x 10' x 10~ fi - 0,04 de franja, o que teria sido detetado 
por um observador pciiio como Mkiielson (fim da Sec. 3.5). O resultado, para 
grande surpresa dele, foi, em suas palavras: "...Nao ha deslocamento das franjas de 
interferencia. Assim, demons tramos que a hipotese de um eter estacionario e iacor- 

Na repeticao da experiencia em 1887, era h = k ~ 1 1 m, o que daria 
13m. I ~ 0,4 franja, e Micheison s Morley deram como resultado (limite superior) 
\hm \ < 0,01 (nao observaram nenhum deslocamento). G. Joos, em 1930, usou 
h~h~ 21m, dando um 15m I esperado de ~ 0,75 franja, e achou como limite 
superior 15ml < 0,02 . Experimentos recentes de outros tipos (nao baseados no 
interferon] stro ie Michc.lson* dao limitcs superiores para V inferiores a 30 m/s, 
compatlveis com 7—0, embora a velocidade orbital ti'pica da Terra seja 30 km/s. 
Com isso, a opcao (i) do final da Sec. 6-1 fica descartada (houve algumas tentati- 
vas de mante-la com hipoteses diferentes, que tambe'm foram descartadas). 

As tentativas mais eonsistentes dentro da opcao (ii). aceitando o earater geral 
do princfpio de rclatividadc c i. validade da meciinica newtoniana e raodificando as 
equacoes de Maxwell, foram baseadas na "teoria da emissao" de W. Ritz (1908). 

Segundo Ritz, c deveria Ser interpretado como a velocidade -sia :i:z no vacuo 
relaf.va a fo-i-e emissora, e nao como velocidade de propagacao de ondas num 
meio. Como c seria entao sempre mna velocidade rehifiva, c f-esuitado nuLo do 
experimento de Micheison c Money osr.aria expiicaco {a :ra:isfcrr.iiicao dc Galilei; 
nao altera velocidades relativas), mas as equac5es de Maxwell tenant de ser modi- 
ficadas. 

As modificacoes da eletrodinamica prcditus pc'a teoria dc Ritz foram des- 
cartadas com base em observacues aslioiiumicas que ^enaifi incempatfveis com 
elas, mas os argumentos empregados nao sao atiialmenie considerados como sa- 
tisfatorios . 

Enlietanto, a hipotese de Ritz foi eliminada por medidas direms da velocidade 
da luz (naccsmiegmcacTi ' —) 7 + 7) emitida por uma fonte em movimento ra- 
pido, realizadas no CERN em 1964 por T. Alvager et a!. O resuliado experimental 
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foi que, se representassemas i.ms eventual dependencia da velocidade v da fonte 
por c' = c + kv, resultaria que k = (0 ± 1,3) x 1CH. 

Podemos Lirar dos resultados acini a descritos as seguintes conclusoes: 

(A) PRINCIPIO DE RELA TI VIDADE REST RITA : As leu fisiCas sdo as mes- 
mas em todos os referenciais inerciais. 

Por outro :ado, as squacoes de Maxwell sao confirmadas como leis flsicas 
validas, e daf decorre o 

(B) PRINCIPIO DE CONSTANCIA DA VELOCIDADE DA LUZ: A velocidade 
da /«,-. no vacuo, c. t a niesma em todos as direcoe:> e em todos us referenciais 
inerciais. e. e mdependenre do movimento da fonte. 

Esses doie principals, oorem, sSo incomparfveis c.v.m ft merwnio;] nswt.oniana. 
tamande ncccssario modifica-la. As modifictcoef; aecessarias. tomando (A) e (B) 
como pontes de partida, foram propostas por Albert Einstein em 1905, era seu tra- 
balho "Sobre a Eletrcxiinaroica dos Corpos cm Movimento". 

Einstein era um jovem empregado no Escritorio de Patentes em Berna, recem- 
formado pela Umversidade, quando publicou esse trabalho. No mesmo ano, publi- 
cou dois outros trabaihos fundamentals: um deles sobre o efeito fotoeletrico (Sec. 
7.3), remtroduzindo a teorl£. corpuscular da luz no comexto da teoria dos quanta de 
Planck, e o outro sobre o movimento Browniano. Ao que tudo indica, Einstein nao 
conhecia os resultados do experimetito de Michelson e Morley quando formulou a 
relatividade restrita; ele.s nao sao mencionados no seu artigo. 

Na introdugao a seu trabalho de 1905 sobre relatividade, Einstein comenta de 
inicio a descricao aparentemenle assimetricn dos et'eitos de indueao eletroraagnetica 
entre um fma e um fio condutor, conforme seja o ima an o no que se move, quan- 
do so Lmporta o movimento relative (Fis. Bds. 3, Sec. 9.1). Depois diz: 

"Exemplos desse tipo, bem como as teniarivas malogradas de detetar um 
movimento da Terra em relacao a um "eter", sugerem que os icnomenos ele- 
trodinamicos, da mesma forma que os mecanicos, nao tern quaisquer proprie- 
dades compatfveis com a ideia de repouso absolute. Sugerem, pelo eontrario, 
que as mesmas leis da eleirodinaimca e dL -Sties, scrao validas em todos os refe- 
renciais para os quais valem as leis da mecanica. Vamos elevar esta conjectura... 
a categoria dc um postulado, e vamos introduzir outro postulado, que e so apa- 
rentemente. incompativel com o primeiro, a saber, que a luz sempre se propaga ao 
vacuo com uma veloeidadc c bem defmida, independentc do estado dc movimento 
da fonte etnissora". 
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6~3 & relatlvidode da simultaneidade 

Ccatsicerenioi ccis re-icvcridais incrciais diferenies S e S' (5" se dcsloca cm 
relacao a S com movimento retilmeo uniforme). Pndemos escolher as origens O e 
O' das coordertadas era Se J'de tal forma que coincidam num instante que toina- 
mos como origem dos tempos, t = t'- - 0: 

I O =* 0* para t = t' = 0 j (6.15) 



Suponhamos que, nesse inscar.te comum, Lima fonte puniifomic localizada cm 
O = 0' emite um sinal luminoso. Decorre enEao do postulado (BJ que esse sinal se 
propaga em todas as dirccoes com velocidade c em amhos os referenciais. Logo, a 
frente de onda num instante posterior e csjerica em umbos os referenciais: em S e 
urna esfera de centro O; em $' 6 uma esfera de centre O '. Aqui surge a aparcntc 
incompatibilidade a que Einstein se referiu: como e possfvel que a mesma esfera 
tenha dois centro s difercntcs? 

O paradoxo desaparece se nao se tratar da mesma esfera. 0 que e uma frente de 
onda? Num dado referencial, e □ lugar geometrico dos pontos atingidos pela onda 
iirr.ulianeamente nesse referencial. o cue e siuvilnineo err< reiacao a S nao e 
necessariamente simulluaev tan rtUu.au a S', as f rentes de onda nos dois referenciais 
sac fonnadas de ponrcs difc- rentes, o que e compatfvel com centros ciiferentes. 

Einstein percebeu que a validade dus Princfpius (A) e (BJ exigia que fosse 
aprofundada a analise do conceito da simultaneiaads de svenror, em pontes dutan- 
les, quandc analisada em referenciais diferentes. Como eie observa no sen trabaltio 
de 1905, 

"...Todos os nossos jnigamentos com respeito a tempo sao sempre julgamentos 
dc eventos simultaneos. Por exemplo, quando se diz "O trem ehega aqui as 7 h", 
isto significa: "A chegada do trem e a observacSo de que os ponteiros do relogio 
marccm 7 h sao eventos simultaneos." 

Ate af nao ha problems, porque as observacoes da chegada do trem e do relo- 
gio sao feitas no mesmo lugar [como o disparo do sinai luminoso na (6.15)]. Mas 
como podemos saber que dois eventos que ocorrem ern tir'nn-s dih: rentes, tais co- 
mo dois pontos Pi e Pi, sao simultaneos? 

Poderiamos dizer que isso ocorre quando cada evento coincide com uma lei- 
tura de reiogio: t\ em Pi e h em Pi, e a simultaneidade significa que l\ - t-i- Mas 
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para itso 6 neccssado que os relogios era P] e Pi estejam sincronizados. Pode- 
n'araos imaginar diversos metodos para efetuar a sincronizacao: 

Mitodo 1: Enviando urn sinal de P] a Pi. Se v 6 a velocidade do sinal e 
/ = | p, p 2 [ a distancia de P, a P 2 , sendo o sinal convencionado para ser emitido em 
ti = to, basta que o relogio em P 2 , no momento da recepcao do sinal, seja ajustado 
para marcar h_ = t, + 4 

Mas como sabemos que a velocidade do sinai e v? A parfir da medida do 
tempo que leva o sinal para se propagar entre dois pontos distantss, e esta medida 
pressupoe a sincronizacao. de modo que a definicao e circular. 

Metodo 2: Os dois relogios podem ser sincronizados em P[ e um deles, poste- 
rionncntc, tran3portado para Pj_ Mas um relogio c um sistema fisicc, quer se trate 
de um pendulo ou de um relogio atomico, baseado numa linha espectral emitida 
por um alomo. Como sabemos que a marcha do relogio nao e aieeada peio trans- 
porte de Pi a P 2 ? So poderiamos eomprovar isso se ja tivessemos em P 2 um relogio 
sincronizado com o de P], para compara-lo com o que foi transport ado. Novamente, 
chegamos a um impasse. 

Conclusao: Ao contrario da simultaneidade de eventos que ocorrem no mesmo 
ponto. a smuduiiieiiiadt' de frames crx dois ponw; diaiania nao tan nenhum sig- 
nijicado a priori: ela tem de ser definida por uma convencao. 

A definicao de Einstein da simultaneidadc de eventos distantes esta relacio- 
naria com o metodo ( aeima e com o Princfpio CB). que confere a velocidade da luz 
no vacuo o carater de uma constants universal. Veremos logo que ela tem um 
significado mais amplo, representando uma velocidade limite para a propagacao 
de quais quer sinais. 

Definigao de Einstein da sumtkaneidc.de: 

Se um evento 1 ocorre em P; no insTante t<, , sendo mnrcado pel a emissao de 
um sinal kwmcso que parte dc P, ncssc instante, e o mesmo vale para P 2 em i 2 
(evento 2), dizenivi y-.tt est.es duis extnios sua shiuduuieos (!\ - t?) quando o ponto 
de encontro dos dois sinais luminosos e o ponto medio do segmento Pi Pi . 

Essa definicao implica imediatamente que a simultaneidade de eventos distan- 
tes nao tem carater absolute: dois eventos simultaneos sum particular referencial 
inercial S podem nao ser simultaneos noutro referencial iiiercial 5" que se move 
em relacao a S com movimento retih'neo uniforme. 




M 



Fig. G.5 Relatividade da simultaneidade 

Cora efeito, suponhamos que os dois eventos sejam a queda de relampagos em 
Pi e P 2 , e que cada urn desses pontes coincida com uma extremidade de um trem 
(referencial S '), que se desloca com velccidade constante V em reiacao ao referen- 
tial 5 dos trilhos, suposto inercial. Cada relampago gera seu proprio sinal lummoso 
(fig. 6.5). Se os dois evenics sao simultdneos em S, os dois sinais se encontram no 
ponto medio M de Pi P2. Mas esse nao e o ponto medio M' do trem, porque M', 
devido ao movimento do trem, recebe o sinal vindo de Pi antes de receber aquele 
originario de Pa. 

Na mecanica newtoniana, a posicao de um evento ja era um conceito relativo, 
dependente do referencial: dois eventos que ocorrem "no mesmo ponio" do trem S' 
em instantes diferentes nao ocorrem no mesmo ponto no referencial S dos trilhos. 

Assifn, per exempo, um passageiro que esquscc a carteira no carro restaurante 
e volta depois para busca-la encontra-a (se tiver sorte!) no ''mesmo ponto" do trem, 
mas em pontos diferentes em reiacao aos trilhos. 

Entreianto, o instante de ocorr&ncia de um evento era considerado como tendo 
carater absolute, o mesmo em qualquer referencial, o que tambem se aplicaria a 
simultancidadc dc cvcntoa distances: dai a reiacao f ' = f, na transfonnacao dc Ga- 
lileu. Newton escreveu nos "Principia": 

"O tempo absoluto, verdadeiro e matematico, por sua propria natureza, sem 
reiacao a nada externo, permanece sempre semelhante e imutavel." 

Esse carater absoluto do tempo na mec&nica newtoniana seria justificavel se 
existissem sinais de velocidade arbitranamenfe grande ("instantaneos"). Na pratica, 
c e tao grande comparado com velocicades n-acroscopicas npicas que a mecanica 
newtoniana e, para fins praricos, uma excelente aproximacao. 

Entretanto, vemos que a transfomiac.ao de Galileu tera de ser substituida por 
outra em que as quatro ordenadas de um evento (x, y, z, t) se transformam. 
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6.4 A fro nsf prmaf ao de Lorentz 

Para encontrar a transformacao que deve substituir a de Galileu, eonvem ter 
uma imagem bastante concreta de urn referencial onde se emprega a definicao de- 
Einstein da simultaneidade. 

O "reidgiu" dLULiLiiemc empregado para definir a unidade de tempo ja e um sis- 
tema fisieo bem definido (relogio atomico): baseia-se no penodo dc oscilacao de uma 
dada linha espectral emitida por um atomo, em repouso no referenda! eonsiderado. Co- 
mo c e uma cotistante universal, a unidade de comprimento se define em funcao da 
unidade de tempo (a distancia percorrida pela luz numa unidade de tempo e O: valor 
numerico de c). Essas deflnlcces sao an mesrnts em qualquer referencial. 

Uma forma concreta de pensar num referencial e entao como uma eslrutura ou 
areaboiico tridimensional onde as distancias entre pontos de coordenadas intciras sad 
"reguas" que medem uma unidade de comprimento, e em cada ponto existe um "re- 
logio". todos os rslogics ssncio sincronizados de acordo con" a dannicls) de Einstein. 

Uma forma mais simples e imaginar uma estacao tie radar operando continua- 
mente. Ntim dado referencial basta entao haver ran finico relogio, p, ex. aa origem 
O, emilindo continuamente pulsos de radar. 

Para definir as coordenadas de um evento que oeorre num ponto P num dado 
instante nesse referencial. jodc-sc determinat o instante h em que ran puiso emitido 
por O em u retorna a O como "eco' ! apos atingir P. Nesse caso, o instante t em que 
o pulso atingin P e t = j ( t 2 + t, ), e a distancia OP e j c ( f 2 - i, ); a direcao OP 
tambem pode ser determinada, fomeeendo assim as quairo coordenadas do evento. 
Essas coordenadas sao consistentes com o criierio de Einstein de simultaneidade. 

Vamos considerar primeiro um caso especial, em que escolhemos o eixo dos x 
na direcao do movimento relativo entre os dois referenciais inerciais e e satisfeita 
a (6.15) (origen.s coineidentes emf=f'= 0). 



A transform acao 



B 



(x,y.z.i) ^ (x'.f.z'.f) 




tern de satisfazer as seguintcs condicoes: 



(i) Um movimento retilmeo uniforme 
em relacao a (S) tamMm deve ser reti- 
lmeo e uniforme em ( .5") . 



Fig. 6.6 Referenciais (S) e [S") 
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(ii) Tara K = 0 (V = V x&a velocidade de 5' em relacao a 5), a transfor- 
macao deve reduzir-se a identidade [porque vale a (6.15) e escolhemos as mesinas 
unidades de medida em S e S']. 

(iii) Se ura sinal limiinoso e enviado de O = O ' em t - t' — 0, a sua frente de 
onda deve propagar-se com velocidade c em ambos os referenciais, de modo que 

x- + f + z 2 - c 2 r = 0 g *' 2 + / 2 + z' 2 - c 2 t' 2 = 0 I (6.16) 



(cada uma dessas equacoes deve implicar a outra). 

Pode-se demonstrar que uma transformacao que satisfaz essas condicoes e, ne- 
cessariamenie, uma transfomiacao linear. Vanios admitir esse resuitado. 

Transformacao de comprimentos iransversais 

Seja AB urn segmento do eixo y com centro em O e de comprimento = 1, e 
A'B' ura segmento com as mesruas camcierfsticas em S' (fig. 6.6). Pela definicao 
de Einstein, A'eB' cruzam o eix.0 3; simultaneamente em S: analogamente, A e B 
crv.zam 0 cixo ; ' sUmihaieo.mente cm S ', e ambos os eventos ocorrem em ; = l ' = 0. 
Nesse instante, (ou mais tarde, se os cruzamentos deixarem registros permanentes 
nos eixos y , y ' ), os comprimentos AB e A'B ' podem ser comparados. 

A unica conciusao possivel e que eles sao iguais: qualquer outra violaria o 
principio de relatividadc. Com efeito, se em 5 se verificasse que A'B ', devido ao 
movimento, e, p. ex., < AB, a reiatividade exigiria que AB, que esta em movimen- 
to visto de S', e < A'B ', o que seria uma contradicao (devido ao fato de que a 
comparacao e simultanea em ambos os referenciais). Logo, tern de ser AB = A'B ', 
o que se aplica a comprimentos transversals a direeao x do movimento: 



F-X . z! = z\ (6.17) 



Note, porem, que o raciocmio nao se aplica a comprimentos longitudinals, ou seja, 
paralelos a direeao do movimento, porque neste caso, como vimos acima (Sec. 6.3), 
posicoes dos exlremos de um segmento que sao si:nul tineas cm relacao a (S) nao 
sao simultaneas em relacao a {S'). 

Como a origem O ' ( x ' = 0 ) de ( S ') deve ter a coordenada ?; = Vt em (S), 
deve ser (relacao linear) 
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(6.18) 



For outro lado, a transformacao de t' deve ser linear: 

t' " «H Cx (6.19) 

onde nao ha termos adicionais em y e z (tipo + £)>■ + £zj porque a unica diiecao 
privilegiada (dire^ao do movimento) e a direcao x ; lermos adicionais violariam a 
isotropia do espaco, definincio uma outra direcao privilegiada. 

E imediato que a trans forma cao definida pelas [6.17) a (6.19) sa&sfaz as con- 
dicoes (i) e (ii) acima. Resta impor a coadieao (iii): sempre que 

devemos ter 

0 » i' ! +y' z +i' 2 - <?f s . A 2 fy-Vif + y 2 +z 2 -c 2 (Bt + Cif 
= A'(x 2 - IxVt+V 1 r)+ / + z 2 -c 2 (BV- +2BC.tl + C 2 j 2 ) 

ITTT^ (6.21) 
= (A 2 - c 1 C 2 - l) x 1 - 2 (A 2 V + c 2 B C)i ( + 
+(a 2 V 2 - c 2 B 2 + c 2 )/ 2 

quaisqucr que scjam * c t. 

Isso so € possi'vel se os coeficientes forem identicamente nulos, o que da" 

A 1 V -+- c 2 B C - 0 



A a - c 1 C 2 = 1 



(6.22) 
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A primeira equacao da 



>f _ - — ! 



Substituindo tias duas outras. vem 



-c 2 £'(b + y<).= i 

+7BC^S(5 + VC)^l 



e, substituindo este re.su Ita do na (fS7?) : 



A 2 = B 2 | (6-25) 



Levando na ultima (6-22), 



A' 1 - V = 1 



Vamos introduzir as notacoes 







1 




T = i 





As (6.25) dao entao, com a (6.24), 

V 

A = ±B = ±y : C = --B 



Mas, pela condk-ao (ii;, terr ser A = ^ - I c £"' - 0 _p;ir;j V = 0 (quando 
y=l). Logo, 



A -B =y ; C = -rttl (6-29) 



o qae leva univo came rite a TRANSFORM A QA O de LORENTZ ESPECIAL 
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Para que y seja real, tern de ser |3 < 1 . Isso sugere que c seja nao apenas a 
velocidade da luz. mas tarnbSm uma velocidade limite, no sentido de que nenhum 
referential deve poder mover-se com velocidade V > c. Isso sera canfirmado mais 
tarde. 

Se resolvermos o sistema de equacOes lineares (6.30) em relacao a U, y, z, t ), 
results (verifique!) 



x - y (x' i V f) 

, \ _ , _ , ! Transf. de 

( - yh' i J 2 .v'j ' y - .V . Z - 2 J especial if 



que so difere da (6.30) pela substituicao V - V. Logo, (S) s« move em relacao 
a (£') colli velocidade {— V), o que nao 6 uma conclusao trivial. 

A transformacao de Galileu como caso limite 
Se P « 1 , temos [cf.(6.13)| 



e, para x « c t , as (6.30) se reduzem a transformacao de Galileu, a menos de 
termos de- 2. a ordem era |J — V/c, que sao estrernamente pequenos para veloci- 
dades V irsuais. 

A transfortnacao de Lorentz tambem se reduz a de Galileu no limite formal em 
que se faz c — » Como ja tot mencionado. se existissem sinais "instantaneos", de 
velocidade infinita, a simultaneidade de eventos distantes teria caratcr absoluto c 
Valeria a transformacao de Galileu. 



S d EFoeos chariiiiss da TL 
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I ro.r^-ormc.cLi') de Lvrentz geral 

A partir da TL (transf. de Lorentz) especial, e facil obter a expressao de uma 
TL geral, em que a velocidadc V de (5') em relacao a (S) tem direcao arbilraria. 
Para isso, basta decompor □ vetor de posicao de um ponio P numa componenre 
//V, que se transforma como x na TL especial, e numa componenre X V, que se 
I ran s farm a como as coordenadas (y. z) na TL especial. 

A componenie paralela se obtem projetando na direcao de V. Seja V o versor 
da direcao V: 



(6.33) 



x^ x x N = x - - V^V 



; analogamente para x'. As equacoes da TL gerai sao: 



(6.35) 



Nessa transformacao, mantivemos a mesma orientacao espacial dos eixos em 
(S) e (5')- Naluialmente, podemos ainda efetuar transformacdes pnramente es- 
paciais (rransiacoes da origem e rotacdes dos eixos) sem af'etar o carater tner- 
::al dos -clerenciais. 



6.3 ifeifes cinemaiUos da TL 

A TL da origem a uma serie de efeitos que sao puramente cinematicos, 
seja, nao envolvem a formnbiciio relsrivKtirf; rffis ieis da diQ2rnica_ 



1 92 imrodudo & jdaiivridde 



(a) A contractu? de Loremz 

Cliama-se valor propria de uma grandeza ftsica o valor dessa grandeza me- 
dido nam referencial onde a objeto ao qual esta associada encontra-se em repouso. 

Consideremos entao uma barra que esta em repouso ao longo do eixo O 'x ' em 
( S '), com suas extremidades nos pontos x{ e x{. 0 comprimento prdprio da barra 
6 entao 



i 4 *' 



Como definimos o comprimento J da barra em (5), uma vez que ela esta-se deslo- 
cando com velocidade V em rdacao a '5V? 

Se jti ( t ) e x-i ( t ) sao os ponros de (S) que cn.ineidem com as extremidsries ria 
barra no mesnio instatite I em (S), on seja, simukcmeamente em relacao a (S), o 
comprimento lemSe definido como 



onde xi ( f ) e xi ( f ) sao dados pela TL (6.30) 



(6.37) 



CONTRACAO de 

LOR ENT Z-HTZGERALD 



Assim, o comprimento da barra em movimenio e menor que sen comprimento 
propria. Esse efeito jd havia sido sugcrido por Lorentz e por FitzCerald antes da 
teoria da relatividade para expiicai o resullEdo nulo do experiment de Michelson 
e Morley, mas sem justiflca-lo. 

Convem notar a diferenca entre comprimentos longitudinals e transversais a V: 
vimos na fig. 6.17 que comprimentOH transversais nao se alteram, porque podem 
ser determinados simultaneamente em ambos os referenciais. No caso longitudinal, 
o que e simultaneo em (S) nao e simuitaoeo em (S'), o que e a razao da diferenca. 

Se consideramos urn volume, como as dimcnsocs Transversals nao se alteram, 
o volume prdprio vo aparece conlrafdo quandu medido em movimento: 
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A contracao e um efeito reciproco: nma barra em repouso em (S) tarabem aparece 
contraida quando sen comprimento e medidD em ( S ') , conio tern de ser pelo pria- 
cfpiQ de relatividade ( V - V). 

Embora o conceito de simulEaneidade en- 

f -< tre na definicao do comprimento da barra 

em movimento, a contracao pode ser de- 

I | | | tetada sem o auxilio de reldgios, confor- 

A, B, B 2 me Einstein observou. Basta considerar 

(fig. 6.7) duas barras A, B, e A 3 B 3 de 
;mo comprimento proprio 1$ que se 
movem, em relacao a (S), em sentidos 
Por simetria, as extreniidades se superpoem (A2 



I.:.-; mi 



n reloaics 



□postos, com velocidades v 
com A t e B 2 com Bi), simultaneameate em (S), coincidin do nestc i nstante com dois 
pontos A e B de (£). A distancia AB em (S) e I = l 0 V 1 - [3 2 . Vemos portanto 
que a coatracao nao e uma propriedade de uma unica barra. mas uma relacao sreci- 
proca entre duas barras em movimeato relativo entre si. 



0 aspecw visual de objei 




divu 



de, eacontram-se muitas vezes figuras co- 
mo a fig. 6.S, procurando represeatar o as- 
pecto visual de um automdvel (p. ex.) em 
movimento com velocidade relativistica, 
achatado pela contracao. Sera que se ob- 
servaria mesrao dessa forma a aparencia 
visual um objcto cm movimento com 
velocidade suficieatemeate elevada? 



Fig. 6.8 Versao popular da cenxacao de Lorentz 

A resposta, mostrando que a figura 6.8 t 
1959 por J.Terrell.* 



inteiramente falsa, so foi dada em 



J. Terrell, Phys. Rev. 116, 1041 (1959); V. F. Weisskopf, Phys. Today 13, 24 (1960). 
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A razao e que a imagem de am objeto. quer na retii 
e formada por raios de luz que chegam csscnrialmcni-;' 
iiiiatem. ilia*, pur Lsio mesmo. partiram do objeto e/7f 
pontu de uncle provem. Devi do ao movimenla do obje 



r numa chapa fotografica, 
;mo tempo para formar a 
zs diferentes. confonne o 
temos entao uma repre- 

"instantanea" dele, mss sim uma imagem disiorcida, representando a posicao 
de. diferentes pontos em difereires instants (em reiacao a 5). 

Surpreendentemenre, para objetos que subtendem urn angulo visual pequeno, a 
contraeao de L o re ntz- Fitzgerald corrige uma distorc&o que apareceria se ela nao 
existisse, e fornece uma visao do objeto com sua aparencia "normal" (a mesma que 
tem em repouso), tendo apenas o efeito equivalertte a uma rotacao. 



T 



(a) 



E 


B C 


F 


A D 



Para ver como isso acontece, conside- 
remos urn cubo de aresta = 1 unidade 
de compriraento que se move na dire- 
cao de uma aresta, com velocidade V, 
e esta sendo observado desde uma dis- 
tancia ami to grande i angulo visual pc- 
queno, raios de luz quase paralelos) 
numa direcSo 1 ao movimento [fig. 
6.9(a)]. Os pontos da face A'B'CD' 
sao equidistantes do observador, de 
modo que na fTsica nao relativistica 
(N.R.), ela aparece ao observador co- 
mo tim quadrado de lado 1. Entretan- 
to, para a face AT3 'E 'F ' , perpendicu- 
lar a V, luz da aresta E'F'deixou o 
cubo E'B'/l = 1/c segundos antes 
da luz provemente de A'tJ para che- 
gar ao observador ao mesmo tempo. 
AsSim, deixou o cubo quando ET' 
estava na posicao E"F" [fig. 6.9(a)], 
uma distancia V/c para tras, de forma 
movimento g face ABE p aparece como urn re- 

[fig. 6.9(b)]. O resultado se assemelha a visao em 
paralelepfpcdo alongado, nao de um cubo. 
A contraeao de Lorentz faz com que AD e BC aparecam com comprimento em 
(S) igual a ^ 1 — V~/c £ , sera alterar a visao da face ABEF transversal ao 



(c) 



Fig. 6.9 Aspecto 
tangulo de allurt 
perspectiva de u 



3 base 
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movimento. O result ado [fig- 6.9(c)] e a imagem em perspective de urn cubo (a 
dfettirgao e eliniinada) que sofreu lima ruta§ao por am angulo B, onde 



sen 9 = 




(6.40) 



Da mesma forma, pode-se mostrar que uma esfera nao e vista como urn esferddde: 
permanece com a aparencia visual de uma esfera devido a contracao de Lorentz. 
Vejanios agora o efeito da TL sobre intervalos de tempo. 

(b) A dilalac, ■■ s ■ ,\ .' ci i -mp. 

Consideremos urn relogio em repouso em ( S'), p. ex., na origem O ' das coor- 
denadas. O tempo t marcado por esse relogio e portanto tempo propria, e vamos 
representa-lo por i. 

A coordenada tempo t correspondente em (5 ) obtem-se da TL inversa (6,31) 
fazendo a' 0: 

t-yf- Y T (6.41) 

de forma que a relacao entre intervalos de tempo At em (5") (tempo propria do 
relogio em repouso) e os intervalos de tempo correspondenr.es em (S ), onde o 
relogio esta em movimento, e 



' ~ T ^ - . _ T (6.42) 



Dai o nomc dc dllatacao dos m-ersalos de tempo dado a ;ssc cfcilo. 

Da mesma forma que para os comprimentos, o efeito e reefproco: um relogio 
em repouso em (S) marca intervalos de tempo maiores em (S'). O efeito e con- 
trario ao dos comprimentos, porein: o movimento contrai os comprimentos, mas 
dilata os tempos. 

Como detetar o efeito? O relogio dc ( S '), por hipot^e, esi.a s.Liciouizado com 
o de (S ) na origem eomum: t - t' - 0 para x - x' - 0. Decorrido um tempo t' 
em (S'f, o reli'ijjifi em (!' esta passando por um ontro relogio em (S ) e podem-se 
comparar as leituras; a leitura em (S) sera t, dado pela (6.41). Logo, o efeito resulta 
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InfroJugao a reUiivi&de 



de comparar urn unico relogio em (5') com dois relogios diferentes em (5), sin- 
cronizados segundo o critcrio de Einstein. 

Uma confirmacao experimental de grande impacto desse efeito e a desinte- 
gracao dos muons (mesons ]i ) dos raios cosmicos, particulas carregadas analogas 
aos eletrons mas de massa cerca de 200 vezes maior, que se desintegram segundo 
o esquema 



Observando a desintegraeao de niacins em repouso no laboratories pode-se rae- 
dir sua vida media Xu , que e = 2,2 X 10~ fi s. 

Sabe-se, por outro lado, que muons sao produzidcs quando raios cosmicos 
colidem com nucleos ao penetrar na atmosfera da Terra, e uma fracao apre- 
ciavel deles chegam ace a superffcie. Ora, durante uma vida media, mesmo 
viajando com velocidade v ~ c, urn muon percorreria uma distfincia 
~cTu - 3 X 10 s X 2,2 X 10"" m <= 660 m. cm lugar de distances > 10 km, como 
ocorre quando sao produzidos na alta atmosfera. Como se explica a observajao de 
uma fracao apreciavel dos muons apos um numero tao grande de vidas medias? 

A explicacao e dada pela dilatacao dos intervalos de tempo. A vida media \ v 
e ura tempo propria, no referencial de repouso do muon. Em relacao a Terra, mui- 
tos muons se movem com velocidades relatives tic as, lendo V/c > 0,995, o que cor- 
responde a urn fator de dilatacao temporal y > 10. A vida midia no referencial da 
Terra passa a ser > 2,2 x 10 3 s e os muons podem penetrar atraves de > 6,6km 
de atmosfera durante uma vida media, o que explica os resultados observados. 

Ubtemos uma explicacao equivalenle deslocandn-nos para o referencial do 
muon, oride a vida media e x^. Entretanto, para um muon com V/c > 0,995, e a 
espessura da atmosfera que sofre uma contracSo de Lorentz por um fator y > 10, 
levando ao mesmo resultado. 



6.6 A lei relatlvfstlee de cemposifao de vsGocEdades 



Ccnsideremos uma particula em moviraento arbitrdrio em relacao a (S'), com 




T T 

antineutrino do e I neutrino do u. 



x = x it') , y' = y (f) , z' = z' it') 



(6.43) 
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A vetocidade iiutanumea v ' ( O da partfcula era (S') cem as componentes 



A velocidade v(?) da partfcula era relacao a (5) tern Eomponentes 

_ d x _ fy _ d z 
V * ™ d! ' V ' dt ' '~ dt 



(6.45) 



onde x(i) , y(r) , z{t) estao relaeionados com x'(t') , y'(t') , z' it') pela 
TL (6.30) (lomamos x // V). 

Resulta entao das (6.30) que 



$y' = d.y ,.dz' = 4 z 



o que implica 
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As (6.46) dao a lei relativts-tica de composicao de yelocidad.es. Se 
IvI « c , V « c, eia reduz a lei de Galileu (6.2), a menos de pequenas cor- 
recoes (exatamente, quando c -> °° ). O caso geral, em que Y tern uma direcao 
qualquer, obtem-se ; por um metodo analogo, das expressoes (6.35) da TL geral 

tv -* wt ■ *v -4 F ■ v). 



Tambem podemos interpreiar as (6.46) de 
forma diferente (fig. 6.10). A parti'cula P 
se move em relacao a (S) com velocidade 
v. Podemos considerar cm (5 ) outra par- 
u'cuJa O ' que se move, em (S), com velo- 
cidade V, e perguntar: qual e a velocida- 
de relaiiva da particula P em relacao a 



Fig. 6.10 Velocidade reiaiiva partfcula O '? 



Na mecanica newtoniana, essa velocidade relativa e dada por v ' = v — V, 
como consequencia da transfer mac ao de Galileu (6.2). Dai seguiria que, se duas 
partfcuJas se movem em sentidos opostos com velocidades c e -c, a sua velocidade 
relativa seria 2c: vemos que esta definicao nao e aeeitavel. 

Entretanto, a dcfin.oao ::::r:^\u c: v.-iccu't /ic: rc-aiiva de F em relacao a O ' e: 
a velocidade v' de P em relacao a um Teferencial (S'} onde O' esta em repouso. 
Vemos entao que a velocidade relativa v' e dada precisamente pelas (6.46). 

Decorre das (6.46) (a demonstracao sera deisada como problema [Probl. 6.4]) 

que 




Uma consequencia importante dense resuliado e que, se as magnitudes de duas 
das velocidades v , v' e V sao < c. o mesmo vale para a 3. a : a composicao de 
duas velocidades menores que c. relaiivisticameiite, rtunca pode levar a uma resul- 
tants maior que c. Em particular, se v —> c, o mesmo vale para v ', mesmo que 
[ V I tenda a c. 
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6.7 Intervales 

Consideremos dois eventos 1 e 2, que ocorrem nos i; pontos do espaco-tempo" 
(xi,fi) e (x:,i = ) T respect ivamente, em relacfio a urn dado referencial (S). Sem 
restricao da general i dace, podemos supor que xi = 0 e f-. - 0, tomando o even to 1 
coma Diigem das uoordenadas e do tempo, e escrever: x 2 = x . ti = I. 

Tanh) x como r <&q grandezas relativas, into e. dependents do referenda!, 
mas existe uma grandeza associada as coordenadas espaciotemporais dos dois even- 
tos que 6 invariants, tendo a meimo valor cm qualquer referencial inercial: 

jfef-fe— Jf-Vfe-iJ j 

Com efeito, com a escolha de origem feita, 

Uf = x 2 - c 2 r = x 2 + v 2 +r-r f 2 (6.49) 

e as equaeoes da TL foram obtidas precisamente impondo a condicao de que essa 
grandeza tenha o mestizo valor em qualquer referencial inercial [o fato de que este 
valor fosse - 0 nao entrou na (6.21)]. 

A grandeza invariants par TL {suf, que pode ter qualquer sinal 
(>{),< 0 ou = 0 ), chama-se o quadrado do intervalo entre os evenlos 1 e 2. 
Vejamos agora, sempre adotando um dos eventos como origem, como na (6.49), a 
interpretacao fisica do sinal de (s, 2 f, que lem um carater absolute, pais e o mes- 
mo em qualquer referencial inercial. 

Nesse caso, escrevemos 



onde Z12 e real. Pela (6.49), tqmo.s 



-fr<t3 jjj < e| 



(6.51) 
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dc inodo que a :':sia<<cia entre pontos onde ocorrem os dois eventos e menor do 
que aquela que seria percomda por urn sinal luminoso durante o intervalo de tempo 
t que os separa. Isso implica que e possfvel enviar um sinal de um evento ao outro, 
de forma que um deles pode ser a causa do outro. 

A (6.51) admite duas possibilidades: (i) t > ]xl/c : 2 ocorre depots de 1 e 
pode ser causado por 1; (ii) t < - !xl/c: inverte-se a ordem temporal entre 1 e 2. 

Cons ide rem os um referencial (5') que se move em relacao a (S) com veloci- 
dade V; pela TL geral (6.35). 




(6-52) 



Temos 

_M.M<Z^<M.M 

C. C C c c 

ou, como I V / c ! = 0 , 

<p]r| (6.53) 

onde usamos a (6.51). 

Comparand p com a (6.52), e com (J < 1 (lvl < c), vemos que (i) 
r > 0 i ' > 0 ; (ii) f < 0 /'<<). 

Logo, no caso (i), o evento 2 ocorre depots do evcnto 1, em qualquer referen- 
cial com p < 1, isto 6, esta" no futuro absolmo de I, o que e cnr^isr.ente cnir o 
fato de que 1 pode ter causado 2. No caso (ii), o evento 2 ocorre antes do evento 
1 cm qaalquc; referenda] uueei p ^ I, ou se.ja. csi£i no passado absolmo de 1, 
podendo portanto ter sido a causa de 1. 

Vemos agora por que c nao e apenas a velocidade da luz no vacuo, mas tem 
de ser a velocidade Umile de prvpugucav dc qualquer sinal e de movimento de 
qualquer referencial: se assim nao fosse, se admitfssemos a possibilidade de 
& > 1, seria possfvel viokr o principle de causalidade, invertendo a sucessao de 
causa e efeito! (Morrer antes de ter naseido, por exemplo). 

Podemos mostrar tambSm que, para [sn'f < 0, sempre existe um referencial 
Inercial onde os eventos 1 e. 2 ocorrem. no me.smn ponto do espago. 

Com efeito, na TL geral (6.35), 
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(6.54) 



Se escolhennos V // x, sera x± = 0, e basta tomar 

V = f (=» S* = 0 = *) (6.55) 

o que e possfvel porque I V I = l x ] / ! r I < c. Esse e o referencial que sai de 1 no 
instance G em que 1 ocorre e chega a 2 no instante I da sua ocorrencia. 
Nesse referencial, como x' = 0, 

fcf—^f—c 2 '" { <6 ' 56) 

mostrando que z e o intervalo do tempo entre ok eventos 1 e 2 num. referencial 
Ollde eles ocorrem em repouso (no mesmo ponto 0). ou seja, t i o intervalo de 
tempo prcprio entre os 2 eventos {marcado por urn reloglo em repouso). Dizemos 
isesse caso que a separacao entre eles e do gznarv lat^jo. 

[¥) j > ° 

Nesse caso, em lugar da (6.5 i), teremoii 



|x| > ct 




de modo que nenhurn sinal com velocidade < c pode ligar urn evento ao outro: urn 
dos eventos nao pode ser a causa do oatro. 

Nessas condicoes, sempre existe urn referencial onde os doll eventos sdo si- 
muitaneos. Com efeitD, para que seja icf.(fj,52)] 



basta tomar V // x e 
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(0.58) 



Nesse referenda!, 



f - st" 1 ' = jt* 1 { |4-Ml 



(6.59) 



c a distancia propria entre os dois eventos. 

Urn inlervalo desse tipo diz-se ser do genero espaco: os dois eventos tern uma 
separacao do genero espaco, ou ainda, iao absohiiamanf-e jc parados. 

Conform e tomemos I VI maior ou menor que o valor (6.58), podemos encon- 
trar i' < 0 on t'> 0. Logo, nesse caso, dizer que um evento ocorre "antes" ou 
"depois" do outre e um conceito relativo: depende do ret'erencial. Isso 6 consisiente 
com a inexisrencia dc. rc.iac.ao rie causa e efeito entre eles. 

Urn exernplo de dois eventos com separacao do genero espaco e o da queda 
dos relampagos (simultanea no referencial dos trilhos) nas duas extremidades dc 
um trem (Sec. 6.3): conforme o trem se mova para a frente ou para tras, qualquer 
um dos dois eveatos pode ser visto como ocorrendo antes do outro. no referencial 
do trem. 



e os dois eventos podem ser ligados por am sinal luminoso. Diz-se que a separacao 
entre eles 6 do genera luz, (um esta no cone de luz do pulro). 



A (6.60). nc espaco-lempo (|uadri dimensional £ a iqua^aii fie. um ..-one., o rar.r- ';r lv.7. of- ::<m:i n planii 
l>, r) nurn parde reias decoeficieiiLc mi^alii ± r„ A iiahu d-; '.nuverio ds .iiiiE p-cn'^ula .ivre (sua Ucijemrii 
n,i ■"^pjrn-K-n-.p-.,: ,~ i:ir.s rer;, (coefieiente angular 1 v 1 < c) c(inri..!s centre licss; ;aii fig. 6.20 .1. 




Neste easo. 




(6.60) 
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6.8 O efelto DoppB&B 1 

O later de propigactiQ de una onda eletromagnetica plana monocroinatiea no 



|'k ■ x - (at ! = exp 



= exp (-2 tt ( /•') 



(6.61) 



(6.62) 



tern uina interpretacao fisica dimples. 

Com efeito, suponhamos que, para t = 0, a origem O de inn referencial (S) 
esteja sendo crii2ada por uma crista de onda. Essa crista atingc o ponto s no ins- 
tante 



Se escolhermos / de tal forma que F na (6.62 1 seja am numero inteiro. este 

f ,v(,-, 0 ) 



c onzd.c o nuuievo de cristas de onda que svvzuisim a arize-m at- pels de t — 0 t 
alingem x entre t n e o inslante t. Assim, P - 1 para f - t 0 = z = 1/v (urn pe- 
riodo), F - 2 para t - t a - 2%, etc.. 

Seja agora ( S ') urn outre* referencial inereiel que dcsloca em rclacao a (5) 
com velocidade V na direcao x, e tal que 0 = 0' para f — f '* — 0. 

Se ( x ' , f ') corresponde a ( x ,Oem ( 5 '), 



e o nilmero de cristas de onda que eruzaram x ' [raesmo ponto P era ( S ' ) ] depois 
daquela que passou por O' - O em l' = r - 0, entre os instantes to (correspon- 
dente a to ) e t '. Esse nurnero tern dc ser identico a F, porque a primeira e a ultima 
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f rente de orida se cor re spend em em ambos os rcfcrcnciais [as coordenadas do even- 
to "cruzamento da liltima" sao ( x . r ) em (S ) e ( x ' , t ') em ( S ' ) J, e o mimero de 
cristas enire os dois eventos tern um sentido absoluto (tern de ser o mesmo em 
ambos 05 referenciais): tambem poden'amos tomar o numero de zeros do campo 
eietromagnetico, E - B - 0. que tern carater absoluto. 
Logo, 

I F = F' ! (6.66) 

on seja, a fase de itma onda eletromagnenca plana monocromatica e uma grandeza 
invariante. 




Fig. 6.11 Efeito Doppler e aberracao 



Suponhamos, para simplificar, que o ponto P, de coordenadas x em (S) e x' 
em f S' ), esta no piano [x y), de forma que (fig. 6.11) 

u = (cos 9, senO, 0) / a' = (cos 9' , ser, 9' , ()) (6.67) 

Temos entao 




(6.68) 



e, usando as equacoes (6.31) da TL inversa, 
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- y\y\t' + — x'\ - 1 cos 0 (x' -f V f'J — 



F = y v [l - ^ cos 6j t' - ^ j^cos 9 - - j y - - sen 9 >•' (6.69) 

que, pela (6.66), tem de- ser identica a (6.6%) quaisquer que sejam t' ,_x' z, y'. 
Isto so e possi'vel se os coeficientes forem identicos, o que da, com — - fJ, 



I V Z TV (1-p cose); (6.70) 

que e a exp-essao rchuiHsiica do efeito Doppler. 

Tambem se pode obter dessa forma a relacao entre as direcoe- de propagacao 
6' e 6, que sao diferentes devido a relatividade da .simultaneidade [frentes de onda 
em (S ) sao coincidem com frentes de onda em (£') ]. Essa variacao de direcao 
corresponde ao fenomeno da aherra$ao, que desloca a posicao aparente das estre- 
ias. O efeito astronomico foi primeiro observado por Bradley em 1728. A relacSo 
entre Q' e 6 sera deixada como exercfcio (Probl. 6.5). 

Voltando ao efeito Doppler relativfstico para a luz, e interessante comparar a 
(6.70) com os resuhados analogos da ffsica nao-relativistica na ac&stica, obtidos 
em Fis. Eds. 2, Eq. (6.9.11) e Probl. 6.16. Para adapta-los a notacao atual, e pre- 
ciso trocar neles V — V , pois V e para nos a velocidade do observader em 
relacao a fonte. e la foi tornado como velocidade da fonts em relacao ao ob- 
servador. 

Na acuslica, a definicao de p seria, 

[3 = V / v (.< = veloc. do som 00 em rejSGUR?) (6.71) 



ee" preciso considerar duas situacoes diferenres: 
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Fonte em repouso na atmosfera 

Obscrvador cm movimemo com L j V = V 0 (l - P C0S8) j (6.72) 
velocidade V na direcao G 



Ohservador em repouso na £ 
velocickde V na dire$ao 8 



onde Vo e a "freqiiencia. propria" da fonte em seii sistema de repouso. 

No caso da acfistica, as duas situacoes dao resultados diferentes, porque existe 
um referencial priviiegiado: aquete em que a atmosfera esta em repouso. Para 
9 - 0 . p. ex., eJS « I, 

Fonte em repouso { v = v 0 (i - p) 
Obscrvador em repouso I v - V ° = v 0 - fS + p 



(6.74) 



vemos que as duas expressoes difcrcm por termos de 2. a ordem em p. Por outro 
lado, para observacao transversal (6 = JT./2), nao ha efeito Doppler aciistico: 
V = V 0 nos doiS easos. 

O efeito Doppler relativfsiico para a luz, dado pela (6.70) 7 so depende da velo- 
cidade retativa V do observador com respeito a fonte, como tinha de ser. Para 
8 = 0, 



; y' = v v (1 - P) = V 




(6.75) 



Se existisse o etcr como referencial absolute, clc dcscmpenharia o mesmo pa- 
pel que a atmosfera para o som, e terfamo^ de distinguir esitre os dois casos. Alias, 
as (6.72) e (6.73) tambem resultariam da (6.66) se aplicassemos a transformacao de 
Galileu em lugar da TL (Probl.6). 
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O efeito relativi'stico (6.70) so difere da (6.72) pelo fator 7 = ( i - p 2 ) i/a , 
que ' representa o efeito cinematico da dilatacao don iinervclos de tempo. No caso 
rclativfstico. esse ft tor persist; para f./ii.^-.v i-Qfa^ tranrvcrscl. 

~ T ■- ~ . ■ j EFEITO 

v'U = - = yv =(l - p 2 )"' /2 v » [l -f + ... v DOPPLER (6.76) 
± ^ 2 i_J TRANSVERSAL 



A observacao € dificil, nao s6 por ser urn efeito de 2. z ordem, mas tambem 
porque um pequeno desvio da direcao 9 = Tl/2 introduz correcoes adicionais de 
ordem p 1 . Entretanto. nma observa^iio direta foi feila por W. Kundig em 1963, 
usando raios 7 de uma fonte radioativa colocada no rotor de uma centrffuga em 
alia rolacao. Os resuliados confirmaram inteiramertie a (6.76), e podem ser consi- 
derados como outra ver if icacao experimental do efeito de dilatacao dos intervalos 
de tempo. 

Quando se compara 0 espectro da luz proveniente de uma galaxia distante, 
ondc c possivcl identificar linbas de iibsorcao earacteristicas (cf. Sec. 7.6) (p. ex., 
duas linhas de absorgao devidas ao calcio iorizado), com as mesmas linhas num 
espectro terrestre, verifica-se que os comprimentos de onda na luz proveniente da 
uala\ia sotVerii.ni um desvio para o venveiho (v ' < V ) . 

Em 1929, o astronomo americano Edwin P. Hubble propSs a hiputese amiiada 
de que esse desvio seja devido ao efeito Dopplcr. com £ galaxia observada se afas- 
tando de rids com um dado valor de p\ determinado pela (6.75) a partir de V '/v. 

A aplicacao da ideia de Hubble a um grande ntimero de galaxias mostrou que 
a velocidade de recessao V e proporcional a distancia r ca galaxia a Terra: 

I V = H B r j (6.77) 



onde H Q se chama a constants de Hubble. O valor de H 0 teve sua determinacao mais 
recente em 2003, a partir de observacoes efetuadas pelo satelite WMAP (Wilkinson 
Microwave Anisotropy Probe), resultarido sei igual a 71 (±4) krn/s por Mpc (1 Mpc 
- 1 Megaparsec - 10 6 pc: I pc = 3.6 anos-luz). 

O resaltado de Hubble foi a primeira indicacao de que o Universe nao e estati- 
co, encontrando-se em expans&o; voli.avcmo^ a dlscutir cste resullado mais adiante 
(Sec. 6.13). 
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6.9 Momanfo relativist ico 

Apos subslituir a cinemdtica newtoniana, baseada na transformacao de Gali- 
leu, pela cinemitica relativist! ca (TL), e preciso reformular a dinamica newtoniana 
para que seja compativel com a nova cinematica. 

Esperamos que, de conformidade com a experiencia, a mecanica relativi'stica 
se reduza a mecanica newtoniana, com muito boa aproximacao, quando todas as 
velocidadcs cr.vch-irias rorcrn << 

Entretanto, ja aparece uma diferenca basica se perguntarmos que tipos de for- 
gets podemos considerar. Na mecanica newtoniana, admiicm forcas dc interacao 
entre particuias que ficam inteiiameiHe determinadas pela suas poskOes (distan- 
ces) instSnrKne.at.. ifii; crmm h .qrrr-;ilocac. dada pela lei de Newton da gravitaeao 
universal. 

Tais forcas sao inadmissiveis na mecanica relativi'stica: o conceito de "posi- 
ijoes simultaneas" das particulas de urn sistema depende do referenda!, e a veloci- 
dade limite de propagacao das intcracoes e c. 

Entre as interacoes fundamentals, podemos admitir as eleiromagneticas, cuja 
formulacao e eempau'vel com a reiatividade; a velocidade de propagacao no vacuo 
das interacoes eleiromagneticas e" c . 

Um outro tipo de interacao, descrita fenomenologicamente, a nfvcl macros- 
cdpico, que podemos admitir, sao forcas de contato, que amain apenas quando 
duas particulas entrant em contato numa colisao, e podem ser idealizadas corao 
atnando apenas no instante e no ponto de contato, sendo portanto compatfveis 
com a reiatividade. 

As leis da dinamica relativi'stica, como as leis da dinamica newtoniana, nao 
podem ser "deduzidas". Procuraremos chegar a das de forma heurfstica, usando 
forcas de contato e admitindo a validade geTai de leis de conservagao, que, como 
sabernoi, iiigiobam alguns dos principles mais basicos da dinamica. 

Ha outra forma de inferir essas leis utilizando de forma sistemalica o forma- 
lism/) envariante, que garante automaticamente a compatibilidade com o princi'pio 
dc reiatividade, mas as limitacocs deste curso nao permitirao desenvolve-io aqai 
(cf. Six. 6.12). 

Qualquer que seja a abordagem, a justificativa final das leis inferidas para a 
dinamica relativfstica encontra-se no seu acordo com a experiencia. 

O princtpio basico do qual vamos partir e o da conservacao do moment/) num 
processo muito simples de colisao elastica entre duas particulas identicas [este me- 
todo € devido a G. N. Lewis e R.C. Tolmati (1909)]. 



Na mecanica newtoniaaa, o momento de uma partfcula e defmjdo por 



dr 



(6.78) 



onde \ 6 o sen vetor velocidade e m uma grandeza escalar que se admite implici- 
tamente ser uma caracterfstica invariavel da partfcula, sua massa inercial. 

Vamos admitir que na mecanica relati.vist.ica o momento seja da mesma forma, 
proporcional a v, mas vamos admitir maior generalidade para o coeficiente m\ con- 
timiara sendo nm escalar, mas nao necessariamente invariavel: pode depender da 
iinica grandeza escalar associada a v, a magnitude v = I v i da velocidade: 



(6.79) 



de forma que 



16.8O) 



Vamos chamar de a e b as duas partfculas idenLiua^ (podemos imagina-las 
como duas bolinhas), e vamos adotar urn referencial ( S "\ (referenda! do CM) em 
que o momento total do sistema se amila antes da colisao (portanto tambem de- 
pois), e no qual ela tem lugar num piano, que escolhemos como {x r , y') ; o efeito 
da colisao consiste em inverter as componentes da velocidade das partfculas ao 
longo de um eixo, que escolhemos como y', sem alterar as componentes x'. 



As componentes x' e y' das veloci- 
dades das partfculas a e b em ( 50 an- 
tes e depois da colisao estao represen- 
tadas na Tabela 1, conforme a fig. 
6.12, onde 



Fig. 6.12 Colisao elastics 



tem o mesmo valor para ambas as par- 
tfculas, antes e depois da colisao [io- 

■ I'M 
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TABELA 1 





Comporientes da 


5 velocidades e 


Tl ( S' ) antes e depois 








J' 




y' 


Antes 


Ki' 


•5? 


-v/ 


- v ; 


Depois 




-v 








Parti 




Particu!a b 





Pela (6.80). o moment o total e — 0 antes s dcpois, qualquer que seja a forma 
da funcao m ( v ) , de modo que a lei de conservacao do momento e satisfeila no 
referenda! (S'). 

Pelo Princfpio de Relatividadc, o mesmo deve vater em quaiqner onrro refe- 
rencial inercial. Seja entao (S) um referencial em relacao ao qnal (5") se desloca 
rta direcao x com veloddade V; as componenres das velocidades era relacao a (5 ~) 
resultam da lei relativfstica (6.46) de composicao de velocidades aplicada a TL 
inversa (V -? -V) , o que da, partindo da Tabela 1, os resultados da Tabela 2. 



TABELA 2 (p s VYc) 



Cuniponsnies das '.d ■jcicfadc' cn f S ) aiuef- e depois ca tolisao 



AOieS | i ! (P/V/C )| [ 1 + ( ^ f /c 2 ) ] 



Depots [l + ( i.\'V/c 2 ) \ 





J 1 






[i - w/v*i 


[1 - ».'V/i'] 






[I - KfVA*J 


[1 - 



O mdduio ^ da velocidadc da particula a antes e depots da colisao e o mesmo, 
e O mesmo vale para a velocidade v h , da partfcula b, mas v a * v h . A conservacao 
do momenta era (5) se escreve: 



6.5 211 

[m fc.) v, + »m n] «— - [» CO % + '» CO %] (S - 82) 

o que e automatic am ente satisfeito para a componerite .v. Para a componente y, pela 
Tabcla 2, a (6.82) da 




- -CO 



»CO 



HO 



o que so pode ser satisfeito para vaiores arbitrarios de e \\ se ambos os mem- 
bros forem identicamente nulos, ou scja. 



»(0~ 



Re.sulta porem da identidade (6.47), onde p = - V/c. que 




•co 
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Logo, erabora as duas partfculas que colidem sejam identicas, os escalates cor- 
respond en tes m ( v a ) e m ( v h ) nao sao os mesmos para velocidades v„ ^ v h . Entre- 
tanto, a grandeza 




e independente da magnitude v da velocidade (invarianle). Isso da 




(6.87) 



onde mo e o valor propria de m (v), obtido quando a partfcula esta" em repouso. 

Mas, no limite de baixas velocidades, devemos obter a mecaniex r.iiio-rclaTivi's- 
tica (newtoniana), em que m representa a massa da partfcula. Logo, nio e a mass a 
de repouso, e a expressao id ati vis tic a do momento deve ser dada por 




(6-88) 



A caracteristica da inercia da partfcula que t em um significado invariante 6 a sua 
massa propria rm. 

6.10 Energies relativist ica 

A lei fundamental da dinamica, na forma em que foi enunciada por Newton, e 
mantida na relatividade; 




(6.89) 



mas, como vimos, nem todos os tipos de leis de foreas sao compatfveis com o 
prinefpio de relatividade. 
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Para uma partfcula de carga q movendo-se com velocidade v num campo blc- 
tromagnetico, permanece valida a expressao da forca de Lorentz. 



F - q(E f v xB) | (6,90) 



de modo que a (6.89) assume a mesma forma que na mecanica nao-relativistica. 
exceto pcla dcfinicao do momemo p. que e dado pela (6.88). 

O movimento de particulas carregadas em aceleradores, onde elas adquirem 
velocidades proximas de c , fornece testes experimentais abundances das (6.88) a 
(6.90), confirm an do -as com grande precisao. 

Em particular, issa se aplica a "variacao da massa com a velocidade" (6.87). 

A taxa de variacao temporal da energia cinetica de uma pam'eula continua 
sendo dada por 

dT Z dp\ 

77 = F - T = T -57i - »» 

onde T represents a energia cinetica. Pela (6.88), 
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oil seja 



onds 




(6.92) 



(6.93) 



Resulta que da (6.92) que 

T = E + constante (6.94) 

Por definicao, a energia cinfitica de uraa partfcuJa deve anular-se quando ela 
esta. ein repouso (v - 0). Portanio, a constante de integracao na (6.94) tern de valer 
( irn; c ). o que da 




(6.95) 



Faia luuviuicJiLus com vclocidades I v I « c, podemos cmprcgar a expansao: 

^ - 4) = 1 + \ 4 + termos de Q i6 ' 96) 

Substituindo na (6.95), resulta 



(6.96) 
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ou seja, desprezando uorrecoes dc ordem superior, recuperamos a expressao nao-re- 
Jativfstica da energia cmetica. 
As (6.93) e (6.95) dao: 

| E = m Q c 2 + T (6.97) 

Conforme veremos abaixo, E representa a energia total da partfcula, e a constante 
ni:;c 2 c a energia de. repou.?.a. 

Elevando ao quadrado ambos as membros da (6.88), obtemos 



Comparand o a (6.88) zom a (6.95), obtemos tambem 



Vemos (6.88) e (6.93) que, para m ( , ? 0 , tanto I p I tomo £ crescem indefini- 

damenie quando v —> c. Logo, uma panfcula de massa de repuusu # 0 uuuta pu- 
de atingir a velocidade da luz. 

Por outro lado, isso nao fica exclm'do pelas (6,98) e (6.99) para m - 0; neste 



, Lenios: 



■ m 0 = 0 { | v | = c e | p | = - 



ou seja, uma partfcula com m 0 = 0 se move com velocidade c c a magnitude de seu 
moinento e igual a sua energia total dividida por c Nao e apropriado falar de "mas- 
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sa de repouso" nesse caso, porque uma tal.particula nao pode ser reduzida ao re- 
pouso (seria necessario um referenda] com velocidade c). 

Sao conhecidas duas part feu tas com essas propriedades: o fotoo e o neutrino 
(recentemente, surgiram duvidas sobre se a massa dos neutrinos de fato 6 nula). 

N"o caso da radiacao elerromagnetica ja se sabia da-.dc Maxwell que ela trans- 
porta nao so energia, mas tan-hem momento. Resuita das squaeoes de Maxwell, 
fazendo o balance local de momento, que a densidade de. momenta iransportada c 
dada por 



&•=-§] (6.101) 



onde S e o vetor de Poynting. ou seja, a densidade dc corrente de energia. No caso 
de uma onda plana, vimos [cf. (5.15)] que (no vacuo) 



S cUv Uc[ (6.102) 



onde U 6 a densidade de energia. Logo, a (6.101) fica 



(6.103) 

o que eqiiivale a (6.100), em termos de densidades. Por conxeguinte, a teoria de 
Maxwell confirma a (6.100). 

Uma das manifestacdes do momento transportado por uma onda eletromag- 
netica c ;-. pi-ersdo de radiacao. Quando a radiacila cletronagnctica 6 refletida on 
absorvida por uma superffcie, ela sofre uma variacao de momento, exercendo por- 
tanto uma fore a sobre ess a superficie, que corresponde a ] 

E a pressao da radiacao solar sobre as caudas dos cornetas que as leva a apon- 
tar em direcoes que se afastam do sol (isto ja havia si do conjecturado cm 1619 por 
Kepler). Recent emente, a NASA fez testes com uma "vela espacial", que usaria a 
pressao da radiacao solar r. vefculo cspscici. 

6.11 A inercia da energia 

A i nereis, da energia foi descoberta por Einstein em 1905. No ano segninte, eie 
mostrou que se poderia obter o resultado com o auxiiio de um argument© 
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heuristico, que vamos reproduzir agora. Como & tfpico em muitas contribaicoes de 
Einstein, baseia-se numa "experiencia imaginada". 

Imagineinos que uma cavidade eiffndriea 
evacuada de comprimerito L flut.ua no 
espaco (vfiruo), rendo massa M. 
Nas extremidades da cavidade (fig. 6.13) 
estao colocados dois corpos A e B. cujas 
massas supomos desprezfveis em con- 
fronts com M. 

Suponhamos agora que o corpo A transmita para B uma energia A E, sob a 
forma de radiacao eletromagneiica, e que essa eneigia seja totalmente absorvida 
por B. Admitimos que a duracao dos processos de emissao e absorcao (na regiao 
do visfvel. - 10~ s) 6 desprezfvel em confronto com o tempo T - Lie que a ra- 
diacao leva para atravessar o cilindro. 

Pela (6.100), a radiacao transporta urn momenta AP = AE/c. A lei de con- 
servacao do momento implica entao que o centra de massa do cilindro adquire 
um momento -AP (recuo), no sentido B — > A. Logo, durante o iutervalo de 
tempo T que a radiagao ieva para atravessar o cilindro, o CM (centra de massa) 
se desloca de 

-~T = -M . L = L^ A E (sentido B -» A) (6.103) 

M Mc c Mc 

Suponhamos agora que, apos ter absorvido a radiacao, o corpo B se desloca, 
sob o efeito unicamente de forcas internas ao sistema, com velocidade v, ate atingir 
A. Seja mi a massa de B apos a absorcao da energia AE. Novamente pela conser- 
vacao do momento total, o CM do cilindro adquire, durante o rnovimento de B, 
uma velocidade V = mi v/M no sentido A B, e se desloca de 

V - = ^L (sentido A -? B) (6-104) 
v M J 



Fig. 6.13 Cavidade cilindrica 



durante o tempo L/v que B leva at6 atingir A. 
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Ap6s atingir A, B transfere de volta para A a ertergia A E que havia recebido, 
ficando com massa m 2 , e volta para a outra extremidade do cilitidro, produzindo, 
por aaalogia com a (6.104), mn deslocamento do CM de 

-^-L (sentido B A) (6.105) 

Na situacao final, a distribuicao de energia e identica a inicial. O deslocamento 
resultantc do CM do ciiindro e, pelas (6.103) — (6.105), 



L f AE) * 

M \ 1 c- J v 



Como no ciiindro so agin-im forca^ internas, e a configuracao final e identica ; 
inieial, nao pode ter havido mn deslocamento do CM. Logo, 



ou seja, esta e a variacao de massa do corpo B devida a trans fertnda da tat rain 
AE. 

Mas a energia pode ser armazenada por B sob qualquer forma (termica, poteti- 
ciak qufmica. ...). Logo. quaUr.ier forma cte energia tern inercia, e a massa inertia: 
m axsnriatin a prwrgia r f dn;i<i r-.piu c?'fihrJ rplrcao <le .tuittpin 



o que e urn dos resultados mais importantes da teoria da relatividade restrita. 

Devido ao valor exiremamente elevado do "fator de conversao" c.~ . a variacao 
de. massa associada a variacao dc energia em processus macro secpicos usuais e 
demasiado pequena para ser detetada. Por exemplo, quando I mol de 0 2 se com- 
bina com 2 mol de H 2 para formar 2 mol de agua, a variagao de massa associada 
ao caJor de reacao 6 ~ 10~ U1 da massa total, varias ordens de grandeza menor do 
que o limite da prccisao na medida da massa. 

Entretanto, o proprio Einstein chamou a ateneao ja em 1905 para a possibili- 
dadc de verificacao experimental er_! proexssos radioathos, em que a energia libe- 
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rada e muito maior. Com efeito, a relacao dc ini:Uein dci-cnipcnlia urn papel extre- 
mamerte importune tm fi.tie.-i rmeleaT. crde eia fo ; vcrificads com ?-ande precisao. 

Caso exista am processo pelo qual massa de uma paiilduia possa sci converti- 
da err> energia, a (6.108) tambem define a "taxa de conversao". Depois da des- 
coberca do p6sitron por. Anderson (1932), foi verificado por Blackett e Occhialini 
que urn raio 7 , passando proximo de Dm nucleo (cuja preser^'a e necessaria ptra 
que haja conservaeilo do ::ionn;iil.o\ pode criar urn par e^rrc>ii-vcsi<To:i. Pari; isso, 
e necessario que a energia do y seja superior ao dobro da energia associada a 
massa de repousn do eletron, ou seja, > l,02MeV. Recentemente, observou-se tam- 
bem a criacao direta de um par por colisao entre dois fotons. 

Reciprocamente, um par eietron-positron pode aniquilsr-se em dois raios y, 
cufiveiteiidti toda a liiassK e-iii eneigia ds idd!acaj. 

Na ffsica pre-relativfstica, o priiicipio de coniervacao da encreia e o princfpio 
de conservacao da massa eram coasiderados como independentes. A relacao de 
Einstein unificoa esses dois principles.-. Entretanto, na maioria dos processos, a 
massa (detenu in ad a por pesagern, por exemplo) e a energia (medida pelo trabalho 
realizado) sc conscrvam separadamente. A razao e que apenas uma pequena parte 
da energia total tern um papei ativo no processo: o restante, incluindo a massa de 
repouso, nao toma parte no piucssso. ptmiaiteoendo passivo. 

Essa subdivisao da energia em aLiva c passive depende do pi'ocessu. Nas :ca- 
eoes qunnicas, so a energia de ligacao ;ios eleirons da~ ca?T:ida<, external dos ato- 
mos e ativa. Numa reaeao nuclear, a energia associada com as forcas nucleares e 
ativa, mas aquela a^odada La inahsas Ue repouso das partJculas coastituirites do 
nucleo permaneee passiva. 

A explieacao do carater passivo de Lima parte da energia so pode ser dada 
analisando a dinamica de cada processo; trata-se de um tfpico ejeito quantico. 

6.12 O espcifo -tempo de Minkowski 

Vimos 11a Sec. 6.7 que o intervalo entre dois eventos e invariame por trarisfor- 
macao de Lorentz, tendo um sentido absolute: e 0 mesmo em qualquer referencial 
inercjal. Se, num dado referencial, os dois eventos se caracterizam por coordenadas 
j x, .!,) e ( x 2 , h ), o quadrado do intervalo entre eles e dado petes (6.48) e {6.50J 




(6.109) 
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O matematico Hemiann Minkowski {que havia sido professor de Einstein em Zu- 
rich) observou que. introduzindo formal mente uma coordenada imaginaria em higar 
da coordenada temporal, com s - ( Xi , Jt 2 , Xj ) , e x 0 = c t, obtem-se 



T L especial- 



4 = y(%-p^) 



jc 4 = ict = ix 0 j 



; a (6.109) se escieve 



(6.111) 



\<Asf = (*xj+(Axj+ (A x 3 f + (A~x]J} 
qoe e identica a cxprcs.sao do" qaadrado da disfancia entre dois pantos num espaco- 
lempo quadridimensional, onde as coordenadas de urn evento seriam 
( x, ,Xi,x?, ,x 4 ), conforme a geometria euclidiana. 

Como a contribuicao do termo temporal na (6.111) e porem negative, 
- ( A x 0 ) 2 , diz-se que o espaco-tempo tern metrica pseudo-euclideana. 

Em particular se Ax 2 = Axt - 0, resulta 



i expressao e invariante para uma rotagao de coordenadas (fig. 6.14) no plani 




(6.113) 



Fig. 6.14 71 como rotagao 



x t — jc, cos (p + x 4 sen 9 
x' 4 — —x { sen <p -r x 4 cos (p 
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Como a-]' deve permanecer real e 
real e sencp iraaginario. Pelas (5.86) e 



o que da 



1/ imaginario puro. e preciso que 
(5.90), basta tomar 

[cos ip = ch\|f 

[sen <p - is fa *p 



>s(p seja 



Se idcntificarmos a origem O' (x\ =0) com .i] = Vt = — xq = f>xo, isto c 



ti if/ - f} £ ch\[/ - 



7l - th> 



e as (6.115) se reduzem as equacoes (6.30) da JL especial. Logo, a TL especial 
pode ser interpretada geometricamente como uraa rotagao pnr urn angulo imagi- 
nario no piano ( xj , x$ ) do espaca-tempo. 

Minkowski escreveu: "Daqui por diante, o espaco, como entidade separada, e 
o tempo, como entidade separada, esr.a'o radadns a se dissiparem em meras som- 
bras. e somente uma cspecie de utiiao dos dois preservers?, uma realidade indepen- 
dents". Entrctanto. ? import ante notar que a coordenada Temporal preserva um ca- 
rater diferente das coardenadas espaciais, o que se ma^ifesta pelo sinal ( — ) no 
quarto termo -(Ai 9 f da (6.111) ou, equivaienlemente, pela unidade imaginana 
ua (6.110). 

A principal vaRTageci da interpr;raeao gcorr.cui:';- ic- Minko ski e mctodo- 
16gica: ela permite escr;ver e:<?:'ess3es de leis flsicas de forma a garamir amromati- 
camenie que elas seja:r. preservadas pela transformacao de Lorentz, ou seja, satis- 
fagam automaticameme o prinei'pio de mlaiividade. 

Basta para isso intioduzir am formal jsmo de vetores no espacu-itiuyu. Como 
efeito, sabemos que, no espaco tridimensional, uma lei ti'siea expressa em termos 
de veiores (como F = d p/dr) e automaticamentc satisfeita num sistema de coor- 
denadas obtido por uma rotacao de eixos, porque os dois membros se Lranslorrnam 
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da mesma maneira (sao teiCJ-uintsSj. Pocicrnos dcfinir urn velor dizendo que a lei 
de iransjhrmGccto das suxs compor.entes iiwr.a roiacav de eixos e a mesma que a 
das coordenadas (x,,x 2 ,.x<). 

Rs^a definieao se esi.eride a dc um quadrivetor no espaco-terrtpo de Minkows- 
ki: suas 4 componentes se transformam numa rotacao de eixos (em 'particular, numa 
TL) da mesma forma, que as coordenadas (jcj , x 2 , x 3 , m ). A 4. a componente do 
quadrivetor e tambem imaginaria pura. 

Exemplo 

I, »(*,,*,, cum4-Tctoi (13 = 1,2,3,4) 



dxy = (d x t ,d x 2 ,d x- ,d x + ) 



(cd^f = d.<> -(cd,f-(dxf .(cdtf 



e um invariante. O mesmo va!e para 



lo infinitesimal de tempo propria no movimento de uma partfcula. 



(6.118) 



onde mo e um invariante, e tambem tim 4-vetor. 

A parte espacial de p a € 



(6.119) 
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que i o momenta rziutivistico (6.88). 
A pane temporal de p a e 



once E t 'a criergiu reltuivisiica (6.93). 

O quadrivetor p a = (p,i E/c) chama-se quadrimou-.pnto tin parh'euli:, e as 
leis de conservacao do momenta c ca energia se ■.mificarri r.a conservacao do 
qucdrimoimmo. Da mes:na funria que 



i [Tivtirianre, z. -tor ma cio -i vetor . a norma do ■'! momento 



6.121) 



nvariante e 



tamente. covan- 
i isto, inlroduz- 



taiiibem deve ser am invariante. Com efeito, pela (6.9 
{-ma 1 c 2 ) , onde mo 6 a massa de repouso da parti'cula. 

As equacoe^ de "VTaxwel! podem see eseritas em forma 
ante, demonstrando que satisfazem o principio da relatividai 
sc im- qiicidritinsor c'.e 2 a ordem, F a $, que se chama 0 lei 
neiicc, pois suas ccmpoiienies comem tan to E como 15. Num. 
tes se mi'sturam-, mostrando que ;i separajao em :K e s3 r.an :cm scntidn ah^nlntn: 
depende do referential; o que tem sentido e o campo aietromagneiico. Dessa forma 
resolve-se a aparente assimetria na lei de Faraday comentada por Einstein na intro- 
ducao de set) trabalho dc 1905 {Fis.Bds. 3, Sec. 9.1). 



•i TL r essas coinponen- 



6.13 Nofdes sobre relatividade geral 

Vimos na Sec. 6 7 que nenhum ninal pode propagar-se com velocidade i c . 
A interne ao elctrcmagii6tica ; descrita pelas cquacoes de Mawell, satisfaz e_s:a eon- 
dicao. Entrctanto, ela nao e satisfeita pela desencao nev.-lomana de outra. interacao 
fundamental existente na natureza: a gravitagao. 
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Com efenc, pela lei dc Newton d-i gravitaefso, cla e descrita como uma in- 
lerucaa insittnlunut u dlsianeiv.; se mudannos a posicao de uma massa, inudam 
insiantaneamente as forcas gravitacionais entre ela e quaisquer outras massas, por 
mais distantes que estejam. 

Einstein piopos-se a reformular a teoria da gravitacao de forma a to ma-la 
compatfvel com as limitacoes impostas pela relatividade restrita. Uma das princi- 
pais pistas que encontrou para auxilia-lo nessa tare fa ibi um fata que ja havia des- 
pertado a atencao de Newton, mas que jamais havia encontrado explicates: a 
igualdade da massa inercial c da Tiassa qravHactoncl. Ja vimos (Fin. Ban. 1, Sec. 
13.7) como ela o conduziu a fornralar o Principio de Equivalencia: 

(a) U Principio de Equivalencia 

Como vimos, e devido a igualdade cntrc massa Incrcial m, c massa gravita- 
cional rn g que 0 campo gravitacional numa pequena regiao proximo a superficie da 
Terra produz a mesma aceleracao i -g) de queda livre em qualquer corpo material 
("cxperiencia" de Galileu da Torre de Pisa). Com efeito, a 2." lei de Newton da 

m f x = -m, g (eixo vertical para cima) (6.122) 

onde, no I. 0 membro, temos a massa inercial, e no 2." a massa gravitacional (res- 
posta de um corpo de prova ao campo gravitacional). Como m,- = m s , resulta que 

x = -g 

Logo, a forca gravitacional tern a notavei propriedade de ser proportional a 
massa inercial de uma partfcula (corpo de prova) sobre a qua! atua. Vimos no 
curse de Mecanica, (Ffs. Bds. 1, Cap. 13) que essa propriedade e" sernpre valida 
para forces de inereia. caracterfscicas de referericiais nao-inereiai-;. isso sugere que 
possa existir uma relaciio entre gravidade e forcas de inereia, e que conveaha exa- 
minar referenciais nao-inerciais. Na relatividade especial, o continue cspaco-tempo 
tern carater absolute (atua sobre a materia, mas a materia nao atua sobre ele). Por 
outro lado, referenciais insreiais concrews sao definidos relativamente a dis- 
tribuicao de materia no Universe (Principio de Mach). 

Num referencial inercial [ 3) proximo k sapeiffcie da Terra, e auma regiao 
suficiememente pequena para que 0 campo gravitacional possa ser tratadc como 
uniforme, a 2." lei de Newton se escreve, para uma particula de massa m. 
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oade Fi representa forcas nao-gravitaciorais que atueni sobre a partfcula. 

■ ■!> i .< ■ .. ; ia ura referential ( S") que se desloca em relacao a (S ) 
com movimcnto rctiUr.co uniformemenle acelcradc de aceleracao A, vimos (Fin. 
Bds. I, Sec. 13.2) que a aceleraeao da partfcula em relacao a (S') e, como con- 
seqiiencia da lei de Galileii de composicao de velocidades, 

x' = x-A (6-124) 

de modo que a (6.123) fica 

m^ + A^-mg + F, (6-125) 

e, em particular, se A = - g 

mx' = F, (6.1.26) 

ou seja, nam referencial cm queda livre no campo gravitacional (A -- g, ''ele- 
vador de F.msieui'' K d.esapare.r.em os efevos do campo grcvhacwnal sobre. c, par- 
tfcula. E o crbito da "<si;sci7.cia dc p2so' : dos astronautas em orbita. A (6.126) mos- 
rra que (S') se comporta como se fosse um referential inercial na ausencia de 
campo gravitacional. 

Por coneeguinte as leis da mecanica na presenca de urn campo gravitacional 
-g uniforme sao as mesmas que rcsultariam, na aus&iciu do campo, rami nrtcren- 
cial uniformemente acelerado, com aceleraeao -g: nao e possfvel disiinguir entre 
as duas situagoes por experieacias de mecanica. o que generaliza o principle de 
relatividade de Galileu. 

Em 1908, Einstein estendeu essa conclusao a todas as leis ffsicas, formulando 
o Prmcipiu de Euidvui&nc'a: Nun; reci/Uo tuficieiUe/nat'.c peqaeno para que o 
campo gravitational d»niro dele possa ser tornado come, uniform?, em queda iivre 
dentro desse campo, todas as leis fisicas sao as mesmas que num referencial iner- 
cial, na ausencia do canwj sraviraciomd. 
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Fig. 6.15 CampQ gravitational de T 



Por que a restricao a urn "recinto sufiei- 
entemente pequeno"? Porque, para o 
campo gravitacional da Terra, por exem- 
plo, se tornarmos um recinto de dimen- 
ioe- ccvfiparaveis as da Terra (ABCD, na 
fig. 6.15), o campo gravitacional nao sera 
mais uniforme nessa escala, e 6 perfeita- 
mente possivel deteta-lo. As trajetdrias 
de dois pontos materials bem separados, 
como ?! e P : na fig. 6.15, tenderao a a- 
proximar-se uma da outra. Analogamen- 
te, para dois pontos a dislancias bastante 
diferentes do centra da Terra, como P h e 
Pi, as aceleracSes seriio fiensiveimente diferentes. Logo, usando como "corpo de 
prova" vjoi par de partfculas suficicntemente afastadas entre si, e possfvel rieste 
caso detetar a exisiencia do campo gravitacional, e nao e possfvel elimina-lo por 
rima mudanca para um referencial imiformemente acelerado. 

Vcmos assim que o Piincfpio de Equivalencia tern de scr aplicado local- 
menu, em pequenos recintos, que podemos chamar de referenciais localmente 
inertia is. 

Tomando essa precaucao, porem, o Principio de Equivalencia nos permite 
inferir a existencia de alguns dos efeitos novos caracterfsticos da relatividade 
gerai. 

Assim, ja vimos [Fis. Bps. 1, Sec. I 3.7(b)] que ele permite prever a cxisLencia 
de uma deflexao gravitacional da luz. O resultado previsto por Einstein para a 
dcflexao pelo campo gravitacional do Sol foi confirmado pelas observacoes reali- 
zadas em Sobral (Ceara) durante o eclipse solar de 1919, que tiveram gratide repcr- 
cussao. 



(b) O desvia para o vermelho 

Consideremos um pequeno recinto em queda livre no campo gravitacional na 
vizinhanca da superfrcie da Terra, com aceleracao -g. No instante to = 0 em que 
se rnicia a queda a partir do repouso, e emitido um raio de luz monocromatico de 
freqiiencia Vrj por uma fonte F no chao do recinto, vertical mente em direcao ao teto, 
que se encontra a uma altura h do chao (fig. 6.16), e € suposto transparente. 
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Pelo Princfpio de hquivalencia, a luz che- 
ga ao teto no instante / — hlc, e sua. fte- 
qiiencia, medida no referenda! ( S ') do 
recinto em queda livre, continua sendo Vq. 

Para urn observador externo, no re 
ferenciai ( S ) em que atua a campo gravi- 
tacional g, qual e a freqiiencia da luz de- 
tetada, no instante em que ela chega ao 
ponto P. na altura do teto (fig. 6.16)? 

Nesse instante, a fonte de luz csta-se 
afastando do observador em ( S) com ve- 
lucidade V — gt. Logu. a liCLjiiciii-iii da 
luz medida em ( S ) tera sofricio urn efeito 
Doppler, dado pela (6.70) com 9 = 0: 

v = v 0 (l-P)= v 0 (^l (6.127) 

ou. como f = h/c. 




(6.128) 



onde, peias condicoes impostas, e p « 1 , de modo que tomamos 
y = (1 — P 2 )" 1 '' 3 = 1. Como A V = V - Vo < 0, vemos que esie 6 urn desvio para 
o vermelho. O "desvio percentual" A v/Vo e dado pela diferenca de poieacial gra- 
vitational gh entre o teto e o chao, dividida pelo quadrado da velocidade da luz. 

Se, em lugar de estar "sifbirrdo" no campo gravitacional, a luz estivesse "des- 
cendo" do teto para o chao, a fonte estarin-se aprmfmando de um observador em 
( S ) ao m'vel do chao, e o desvio seria para o azui; corresponderttemenLe, a diferen- 
ca de energia potencial gravitacional {gh) seria negativa. 

O desvio gravitacional foi medido em 1960 por R. V. Pound e G. A. Rebka 
com raios y de 14,4 keV, caindo de uma altura de 22.6 m num tubo onde 
se havia feito vacuo, o que da -gh/c 1 = -2 ; 46x 10 ; a expenencia deu 
(- 2,57 ± 0.26) x lO -1 ' (precisao de 10%), e foi refinada depois por Pound e Sny- 
der (1964, 65), verificando o resultado com precisao dc 1%. O elevado grau dc 
precisao foi possivel empregando uma tecnica de ressonancia (efeito Mossbauer). 




Fig. 6.1E Recinlo em qusda liwre 
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Entretanto, uma verificacao ainda mais precisa foi feita em 1976 por R. Vessot 
e M. Levine, que compararam a freqiiencia de um relogio atomico (maser de hidro- 
genio) colocado num foguete, que subiu a uma altitude de 10.000 km, com ura 
relogio identtco no solo. O efeito foi verificado com precisao de 7 x 10" 5 . 

Como o potencial gravitational (energia potential por unidade de massa) e, 
para o campo - g , 

<p(z) = gz (6.129) 
(campo - g - - V(p), a (6.128) se escreve 

Vp = y F || _ fe^L^ (6 ]30) 

onde os poutos F e P estao indicados na fig. 6.16. 

Apliquemos esses resultados ao potencial gravitacional newtoniano de um cor- 
po de ruassa M, dado por {Fis, Bas. 1, Sec. 10.9) 




(6.131) 



onde G e a constante gravitacional e tomamos o m'vel 0 de energia potencial no 
infinite (tp„ - 0). Nofando que a unidade de tempo e definida era termos do pe- 
riodo A / = 1 / v da luz emilida por um atomo, a (6.130) mostra entao que a relacao 
etikie iijfei value de tempo medidus pur um relogio a distancia r do corpo e um 
re I rigio identico no infinite sera 



ou seja, o campo gravitacional afeta a marcha de um relogio: o relogio, no campo 
gravitacional, "anda mais devagar", de modo que luz emitida na sua vizmhanca 
chega avermelhada ao "infmitd". onde nao ha campo gravitacional. 



<P( X ) 



(6.132) 
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O "parctdoxo dc.x gtinear," 

Ana e B!a, tambem conhecidas como "A" e "B", sao gemeas. Enquanto A 
permanece na Terra, B viaja num foguete a uma estrela situada a 15 anos-luz da 
Terra, a uma velocidade V' tal que V/c - p - 3/5 : o fator de dilatagao tempo- 
ral &7 - ( I - p 2 )""^ = 5/4 . Chegando a estrefa, B volta para a Terra a mesma 
velocidade (p - - 3/5). 

Para A, a viagem de B durou 2 x - 50 anos, ao passo que para B durou 

apenas % X 50 - 40 anos. 

For outro lado, para Bia, e Ana que se desiocou em rclacao a ela coin 
p = ± 3/5 , e B pode afirrnar que a dilatacao temporal ocorreu para A, de modo 
que, segunco 3, devem tor decomdo apenas 4/5 x 40 = 32 anos para A. 

Queiu Lem i.i/au? Ana 6 10 airus Hiais vellia uu 8 anus mais moea da que Bia, 
qu.ando esta retorna? 

Admitindo que o referential de Ana (a Terra} scja inertial. e Ana quern tern 
razao. 0 referencial de Bia (o foguete) nao & inercial. porque tern de ir e voltar: o 
foguete prccisa desacelerar ehegando a estrcla e acelerar de novo para voltar a 
Terra, estas acekiajoes »au inuito grandes, porque tern de ter como efeito a pas- 
sagem de £> - | para (3 = -~ . No referencial acelerado do foguete, como num 
campo gravitacional, o tempo passa mais dcvagar, e e por isto que Bia esta niais 
moea do que Ana, ao voltar. 

Uma comprovacao experimental desse efeito foi obtida ern 1971 por J. C. He- 
fele e R. E. Keating. Eles viajaram em torno da Terra em avioes a jato comerclais. 
tanto dirigindo-.se para teste como para oeste, e iransportando a bordo relogios ato- 
micos dc cesio, cuj ;i ^ leituras apos a volta ao mundo foram comparadas com as de 
relogios identicos que haviam permanecido no Observatorio Naval em Washington. 
As diferencaw entre viagens para Jeste e para oeste resultam da rotate da Terra, 
que introduz outras forcas inerciats (ccntrifuga, CorioJis). A tabela abaixo compara 
as previsoes tedricas da reiatividade geral com as diferencas de tempo & t (em na- 
nossegundos) observadas. 



At - r B (emitTs) 

"I- ~.j i . 7c-3i;co 

273 ± 7 275 + 21 

-59 + 10 -40 ±23 



Nao e urn m6todo muito pratico de retardar o envelhecimento! 
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■:'c) A curvatura do e.\paco-ien:pt, 

Pelo que vimos na (6.132). ura intervalo de tempo infinitesimo dt num ponto 
na presenca de um campo gravitacional com potencial <p(x). esta relacionado 
com o intervalo de tempo dt„ correspondente no referencial locLilmente inercial em 
queda livre em x ; no qual o campo gravitacional esta ausentc, por 



,<M- <(,„,|n "W 



mente (excluindo campos gravitaci onai s 
da eneigia total mc 2 , de forma que 



(6.133) 



i por m (p ( x ), fe" geral- 
a fraciio muito pequena 



It ML li'WI 



(6.135) 



No recinto tocahner.te inercial em queda livre, a quadrado de um intervalo 
infinitesimo de espaco-lempo, que define z metricti do csp^cc- tempo, e dado pela 
(6.109): 



UdJf ={d4 + (dyS +{dzj -S{dtf 



(6.136) 



que 6 a mctrica de Minkowski da relatividade especial. 

Entretanto, num referencial onde esiste um campo gravitacional, temos de sub- 
stituir {At) pela (6.135), u que da 

(d.,f = (dtf +(dyf +(d:j -c>(dtf \l+2 *M|j C&137) 



on seje, c presenca de. :un campo irav : .r:icumal modified a metrica (geomeiria) do 
espago-tempo. 
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Era ge.ral, essa modificacao nao se reslringe a componenie temporal. Para ver 
S afeta lambem a parte espacial, basta considerar urn cxemplo. 



Considercmos um disco de raio r em ro- 
tagao, com velocidade angular to (fig. 
6.17), ern tomo ds um eixo 1 ao piano 
da figura. Supomos to r « c , mas ainda 
assim suficientemente grande para que efei- 
tos relativrsticos nao sejam despreziveis. 
Tmaginemos que se meca o raio do disco 
alinhando ao longo de OP "reguas" de 

cnttp .i; r.. resiikado .s&o r regi.us. Sc [\- 
zermos o mesma ao longo da circunferen- 
cia do disco, e o rcsultado sao C reguas, 
que, com o disco em repuuso num referencial incrcial, 




Fig. 8.17 Plataforma girante 



- = 27! 



(6.138) 



Entrctartto, quando o disco esta em roiacao com velocidade angular w, o Gorn- 
primcnLo das reguas au longo do raio, trail sportad as numa direcao J_ a velocidade, 
nao muda (;- n?o se .-diem), mas as que estao alinhadas ao longo da perifcria (trans- 
po-tadas na ci'ccuo da velocidade) sofrem contracao de Lorentz. Logo, e preciso 
alinhar um ndmero C > C de unidades para cobrir toda a periferia, o que implica 



Logo, iium disco em roiacao, deixa de voter a eeomciric cuclidcana. Por outro 
lado, de acordo com o Princi'pio de EquivalSncia, no referencial (S) do disco, to- 
rnado como referencial de repouso, existe tun "campo gravitational" (campo das 
forcas oeiitrifugas e dc Coriolis). Logo, a presents de um campo gravitaeional deve 
afetar a geometria (tanto espacial quanto temporal) do espaco-tempo. 



Podemos imaginar a regua suficieniememe pcquci;' para iorjxur^v 2" Laato qusnra quisermos. 
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A geometria torna-se nao-euclideana (geometria "fisica"). lsso corresponded 
ter curvamm no espaco-tempo. Para ilustrar o conceito de curvatura. e conveniente 
considerar urn espaco bi dimensional, ou seja, uma superficie. 

Urn piano nao tem curvatura: a mesmo se aplica a um cilindro. que pode ser 
"desetiroiado" sobre um piano: a curvatura e uma propiiedadc iiurii-i^eci: da uitpei- 
ffcie, detetavel em pequenas regions, nan Me;ada pelo "dcsenrolamento", desde que 
nao haja dilatacao ou dobra. 




Ja a superficie de uma esfera tem curva- 
tura. Numa csfcra dc raio R, o "paralelo" 
r da fig. 6.18 e um cfrculo, por ser o 1u- 
gar geometrico dos pontos ''equidistan- 
tes" do polo none N, onde a distancia 
tem de scr niedida ao longo de uma geo- 
desica, que e o caminho mars curto (ou 



estaciondrio com respeito a pequenas va- 
riacoes) cntre 2 pontos sobie a supci'ficie. 
Assira, o raio r do cfrcuEo r e (fig. 6.18) 



Fig. 6.18 Curvatura da ssfera 



r = RQ 



ao passo que sua circunferencia c 



C = 2kx O'P - 2ti R 



8 



(6.141) 



Logo, 




sen 9 

e 



< 2 k 



(6.142) 



o que e" caracterfstico de uma superficie de curvatura positiva. A soma dos angulos 
internos de um triangulo esferico e tambem maior que 180° (fig. 6.18, AN AB ). 
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Um exemplo de superffcie com cur\'atura 
negativa 6 uma sela (fig. 6.19). 
Nesse caso, para um circulo F, lem-se 
C/r > lit , e a soma dos angulos inter- 
nos de um A . como ABC, e < 180°. 
E importante novameste observar, como 
foi salientado por Gauss, que a curvatura 
de uma superffcie e uma propriedade intrinseca, que pode ser determinada a partir 
de medidas feitas sabre a superffcie (sem sair dela). 

Assim, por exemplo, as (6.140) e (6.142) dao, para r « R , ou seja, para 
cfrculos pequenos sobre a esfera, 

C _ sen 6 = ] _ 6^ _ _ J_ (V V 
27tr 9 3! ^ '"" 6 UJ 




A curvatura K da esfera £ definida por (definicao valida p/ K > Q), 




(6.143) 



e o resultado acima mostra que 

C r 2 f i 3 (2jir - CV 

— -1 = -— K \K = - lira = ' (6.144) 

2%r 6 [ n V r 7 j 



oude o 2.° membro pode ser determinado sem sair da superffcie. 

Fara um campo gravitacional, a curvatura pode ser positiva uu ucgaiiva, c cm 
geral varia de ponto a ponto: e uma curvatura do espciQO-tempo quadridimensional- 
Conforme foi mostrado por Gauss e Riemann, a curvatura pode ser oblida atraves 
da m&irica g c s, onde 

id sf =2 & , * a , *3 , ^ )d *„ rf x p ( 6 . 145) 

(1=1 0=! 

e esiamos usando a notacao quadri dimensional da Sec. 6.12. A definicao da geo- 
metria atraves da metrica e caracteristica da geometria riemanniana. 
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Os efeitos gravkacionais estao contidos aa forma pela qual a metrica g a $ va'ria 
com (x, . r 2 . .Vj , ), on seja, na geometria do espaco-tempo, especialmente na sua 
curvatura. As equacdes de Einstein da relatividade geral reiaciuiiiim essa curvatura 
com a presenga de materia (equivalente a energia), que produz o campo sravi- 
tacional. 

Na ausencia de curvatura, !em-se a metrica (6-136) de Minkowski. A lei da 
inercia diz- nesse caso que uma particula iivrc ss move com movimento retilfneo 
uniforme. 

Sua linha de uni verso (trajetoria quadridi- 
| f meridional) e portanto uma reta, (fig. 

6.20) que e uma geodesica no espaco- 
\ \l/ tempo de Minkowski, satisfazendo a 

/L\.^\ S J, ds =® (6146) 

ou seja, o "camisho" (ime/valo) entre os 
Fig. 6.20 Linha de universe ds uma particula fivre pontos ] e 2 da linha de universo de uma 
parti'cula livre e estaciondrio (compare com o Princfpio de Fermat). 

A lei de movimento bdsica na relatividade geral e uma extensao ao espaco- 
tempo curvo: postula-se que a linha de universo de uma parti'cula no espaco-tempo 
4 uma geodesica. 

Uma analog!;! com essa descricao, para o movimento sobre uma superffcie 
curva (espaco bidimensional) seria imaginar esse espaco corno, por exemplo, a su- 
perffcie de um sofa. Sc colocarmos uma bolinha de chumbo sobre o sofa, ela pro- 
duzira uma depressao, impritnindo uma curvatura a superfi'cie, que seria o analogo 
do •'campo graviiacional" da bolinha. 

Se agora colocarmos outra parti'cula (bolinha) sobre esta superffcie deformada. 
ela se mo vera sobre uma trajetoria que e "guiada" pela curvatura, representando u 
analogo da geodesica no espaco-tempo. E importante observar que, no caso gravi- 
tacionaL a curvatura afeta tanto o espaco coiiio o tempo, couforme veremos agora. 

(d) A solucao de Sckwarzschild 

O problem a ir.a.is simples seria u do cumpu ^ruviiaciorxd central Ce uma parti- 
cula de massa M em repouso (no movimento pianetario, seria o Sol). E natural, 
nesse caso, tomar origcm na particula e adotar coordenadas esfericas ( r , 6 , (p ). 
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A grande distancia da particula [r — > «>), esperamos que o campo gravita- 
cional tenda a zero e que a metrica do espaco-tempo seja porianto a de Minkowski, 



A presenca de M deve alterar a metrica a distancia finita, intraduzindo eur- 
vatura no espaco-tempo. Como □ problema e estdtico. os coeficientes da metrica 
devem ser independerttes do tempo, e. pela simetria esferica, nao devem depender 
de 6 e ip. Pela mesiiia razao, a metrica nessas variaveis angulares nao deve scr 
alterada. Assim. esperamos que a metrics seja da forma 



onde a(r) e b{r) sao funcoes a determinar, resolvendo as equacoes de Einstein para 
o campo gravitational da teoria da relatividade geral. 

Um argumento de plausibilidade para b{r) results da (6.135). O carater esta- 
tico da metrica implica que a sincroni/acao dos rcldgios em posicoes difcrcntes 
(atraves dc sinais luminosos) nao deve variar com o tempo. Entretanto, pelas 
(6.132) e (6.135), a presenca do campo gravitacional afeta a marcha dos relogios 
di fere ntem en te conformc a posicao. Para manler a sincronia e o caratar estatico do 
espaco-iempo, 6 precise porf.an.to conigir o coeficiente de ( c dt f por um fator qtie 
compense a (6.135), o que daria 



Em 1916, Schwarzschi Id obteve uma solucao exata das equacoes de Einstein 
da relatividade geral que tern essa forma. O rcsultado para a(r) e o invcrso de b(r), 
como na relacao entre dilatacao de Lorentz temporal e contracao espacial, o que da 
it solucao de SchwarzschUd: 



(d s)l = (d r£ +■ (rd e£ + (t sen 6 d o£ - (c d r][ 



(6.147) 



(dsf = a(f){dr'f + frd&f + (> sen 9 do) 2 - b(,Jc dtf (6.148) 



b (r) 



1-2 



CM 



(6.149) 




(6.150) 



onde 
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(6.151) 




Fig. S.22 Precessao do perielio 
Na mecSnica newtoniana, ocorre uraa precessao quando levamos era conta a 
presenca dos demais planetas, como uma perturbacao do problema de dois corpos. 
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Entretanto, havia uma pequena discrepsncia entre a pnxcssao calculada pela me- 
canica newtoniana e a precessao ctscrvada. 

0 valor dessa discrepancia para o planeta Mercuric- e de 43,11" + 0,45" (se- 
gur.dos dc arco) per scculo. A relatividadc send. ca'.eLili'.r.do as erbiras como gco- 
desicas na metrica de Schwarzs child, prediz para cste desvio o valor 43,03" por 
seculo, em excelente acordo com a experiencia. 

Tambem se pode empregar a metrica de Schwarzs: child para obter a trajetoria 
de urn raio himinoso no campo gravitacional da massa A/. Isso da o valor numerico 
da dzflzxv.u iiruviiucivtiLii tia luz. Para luz que passa proxima do Sol, encontra-se 
uma deflexao A ip - 1,75". 

Para medir essa deflexao, e precise comparar a posicao aparente de uma es- 
trcla no ceu notarno com sua posicao quando vista no ceu, proxima do Sol, o que 
so pode ser feito durante urn eclipse solar. O valor medio observado e de 1,89", 
mas os erros de obstrvacao sao grandes. 

Por outro lado, o quasar 3C279, fonte intensa de ondas de radio, e ocullado 
pelo Sol uma vez por ano, permitindo cue ye meca a deflexao gravitacional com 
precisao bem maior. O resultado e 1,73" ± 0,05", em excelente acordo com a pre- 
dicao da relatividade geral. 

(e) Buracos negros 

O coeficiente de (d rf na metrica de Schwarzs child (6.150) tem uma singu- 
laridade ( -> ™) para r = r<; (raio de Schwarzs child). Para M = 2 x 10" 10 kg (mas- 
sa do Sol), com G — n,fi7 x 10~" N ■ m 2 /(kg}~ e c = 3 x Hf m/s, acha-se 
r s - 3 km. Muito antes de atingir essa distancia, o campo gravitacional do Sol ja 
nao seria assimilavel ao de uma "massa pun ti forme". 

Em 1939, J. R. Opperiheimer e H. Snyder estudaram o que acoritece na evo- 
lucao de uma estrela quando ela atinge a etapa final, em que todo o combuslivel 
nuclear ja foi exaurido. Nao ha" mais como produzir o calor e a pressao necessaria 

Para um objeto de massa maior que o triplo da massa do Sol, resulta entao que 
clc cntra cm coinpso graviiaciatud: sou raio vai diminuindo ate atingir rs, e tornar- 
se < . Que aconlece para r < r.v? 



% 4 






*— PassaOo 



Fig. 6.23 Core ds luz na vizinhanca do raio de Schwarzs child 
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E facil veiificar que mnhtiina pcvticula pod-: es'.ar eta '.epouso pare i < 
Com efeilo, a linha de universe de urna partfcula s6 pode ser formada de intervales 
do t'enero tempo siluados dentro do seu cone de luz em cada porno i Sec 6 7). Ora, 
se existisse uma partfcula. em repouso, seria dr = dd = d(p = 0 ao longo de sua 
linha de unrverso, o que daria, pela (6.150), 

(dsf = -fl - ^-j (cdtf > 0 para r < r s 

o que e impossivel. 

Logo, qualqucr pellicula com r < rj continua colapsando para o ccntro: 
forma-se urn buraco negro, assim chamado porque a pr6pria luz g capturada pela 
atracao gravitational intensa, nao podendo* emergir da regiao interna- O que acon- 
tece com o coae de luz ao penctrar dentro de um buraco negro esta ifustrado na fig. 
6.23. Na regiao externa r > r s , porem, o campo gravitacional do buraco negro 
continua atuando. 

Existc evidenciade que a fonte binaria de raios X Cygnus XI possa conter um 
buraco negro: a emissao de raios X estaria associada a energia liberada pela cap- 
tura de uma e.s:re!a "'cornpanheira" pelo buraco negro, de massa da ordem de 14 
massas solares. Tambem ha evidencia sitgerindo a exisleneia de buracos negros no 
rvueieo de gaMxias (em particular, a galaxia M87). inciuir.do. possivelmente, a nossa. 

(f) Cosmologia 

Na escala cosmica de galaxias, a gravidade e a forca dominaate. Ja em 1917, 
Einstein aplicou a relatividade geral para modelar o comporlamento do universo 
como um todo. Naquela epoea, sequer cstava eszabelecida a existencia de galaxias 
diferentes da nossa. Tambem s; dc5conhccia a expansao do universo, de forma que 
o modelo inicial de Einstein era estatico. 

O modelo para o universo e o de um "fluido de galaxias". As distfincias tfpicas 
associadas a tsirelas sao ~ i A.L. i.Ano Lni), para galcxias iiio - A? A.L. e para 
aglomerados de galdxias sao ~3 x 10' A.L . Na maior dessas escalas (mas nao 
nas outras!), as obse-vacoes asn'onomk'as Indicam que o "fluido de galaxias" 



QjiiiiliuLunciiLc. i,L..j Jeb.ads ,-alci\ conforms foi mostrado por Stephen Hiiwkiiit;. 
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oarecc scr homogerieo c isotropic?. Isso e postulado no modelo {.''Drinc'pi'j cos 
moldgico"), de forma que ele descreve essa siiuayau exlremarTic-me simplificada e 
so s? apliea r.essa e sc a la dos aglomerados de galaxias. 

Resulta desse principio que a carvatura A" i ; ) do espaco tri dimensional e 
constants para Din d^o tempo I, mas varia com f, O primeiro modelo cosmologmo 
dependente do tempo t'oi proposfo por Alexander Friedmann em 1922 (depois foi 
general izado), e era consistente com a expansile do uni verso uuseivada posterior- 
ment.e por Hubble {Sec. 6.S). 

A curvatura K(t) e dada por 




R (t) = fat or de escala cdsmico 



onde i=+l,0o.»-l. 

Ha varias possibilidades. Se a curvalura do espaco e positiva, resulta que o 
anivei^u e ebpa.cial:iienle finito, embora Uimitado, da mesma forma que, em duas 
dimensoes, a superffcie de lima esfera e finita mas ilimitada (sem fronteiras). Se a 
curvatura e nula on neaaiiva. o universe e infinite espacialmente. 

Em qualquer dos ires casos, a escala de dis:ancia->: snirs gala;cias (mas nac o 
tamanho delas) evolui com o tempo, correspondendo a expansSo do universo*. A 
taxa de expansao e dada pela lei de Hubble (6.77}: W = i.r}.'#(0- 

Isso signifies que, no passado, as distancias eram menores. Extrapolando para 
o passado remoto, chega-se a uma siiigukridade num. "instante initial", que corres- 
ponderia a uma "grande explosao" ("big bang"): a "idade do universe", pelas deter- 
minacdes do sat61ite WMAP (Sec. 6. Si, seria de 13,7 (±0,2) bilboes de anos. 

A hipdtese do "big bang" I'oi eonsidsravelinente reforcada pels descoberta feiia 
em 1 965 por A. Penzias e R. Wilson (que Ihes valeu o Premio Nobel de 1978) da 
radiagao de fundo primordial. Trata-sc dc radiacau Lcimica dc LciiipciaLuia ~ 2.7 
K lemanescente do "big bang" e "resfriada" pela expansao (atualmente 6 dominada 
por microondas). Resultados recentes da missao espacial COBE ("Cosmic Back- 
ground Explorer") confirmam o carater extremamente isotropico dessa radiacao, 
com flutuacoes muito pequenas, que poderiam nuclear galaxias. 



Uuia aiialjjji: Uiuiiii.'i •M;:ud .,e.iia ecu: a saiicif'i.ic tic. umc ha lac dc boirucua sarapintado que incha ijuavidi:. 
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PROBLEM AS 



(S') 



1. Um sinal Juminoso que, partindo de 
um ponto O' de um refereneial (S'), se 
reflete num espelho a distancia y'de 
O ' e volta para O ' , pode ser considera- 
do como um "relogkr que rnarca inter- 
valos de tempo A (' corresponde rites a ida 
e volta do sinal (fig.). Suponha que 
( S' ) se desloca em relacao a (S) com ve- 



F, ////// 




locidade V na direcao x' e calcule o intervalo de tempo correspondents At em (S), 
admitindo □ principio da constaneia da velocidade da luz. Mostre que o resultado 
equivale a dilatacao dos ifitervalos de tempo da relatividade restrita. 



a dilatacao dos intervalos de tempo obtida 110 Probl. 1. Mostre que isso permite 
obter a contracao de Lorentz (Obaervacao: os trajetos dos Probls. 1 e 2 cor-respon- 
de:n aos dui^ braeos do interfere metro de Michelson). 

3. Demoiistrc que duas TL especiais sucessivas na mesma direcao, com pa- 
rametros fi] = V\/c e p 2 = V 2 /c, equivalem a nraa TL linica, e calcule o parametro 
P correspondents. Relacionc o resultado com a lei relativfstica de composic&o de 
velocidades. 

4. Demonstre a (6.47). 

5. Partindo da invariancia da fuse de uma onda plana monocromatica (Sec. 
6.8), obtenha a^ exprcssoes reiadvisTieas do sfem> de al:-:rrccao. deinonsirando que 
ay direcoes 6 ' e 8 de prort.ig£cao da luz em ( 5" ) e (S) estao relacionadas por 




V 



2, Considere agora a situaeao (fig.) em 
que □ raio lumiiiosu se reflete entre O' c 
um espelho a distancia x' em (5'), na 
direcao da velocidade V. Calcule o tempo 
necessario para esse percurso de ida c 
volta no referenda! (S). levando em conta 



■cos 6' - 



cos 6 - ft 
1-0 cos 9 



sen 6' - 



7 (l - p* cos e) 



sen 6 
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6. (a) Escreva as eqs. da TL especial em termos das coordenadas 
*.i _ ■<•' , x-> - f .,-x 2 = z , x B = c t. Note que elas adquirem uma forma mais simetri- 
ca. (b) Usando a notacao da parte (a), mostre que a equacao de ondas 



c invariante por uma TL especial, mas nao e invariante por uma transfbrmacao de 
Galileu. 

7. O comprimento / de uma regua num referencial (S) em relacao ao qual ela 
se move com velocidade V consiantc na direcao x. tambeni jode ser definido por: 
/ - V { A t ) , onde (A()eo tempo que ela leva para passar por um. poiito ftxo de 
(S). Mostre que essa definicao tambem leva a contracao de Lorentz. 

S. Em 1851, H. Fizeau mediu a velocidade da luz v quand'o ela se propaga 
num tubo cheio de agua em movimento. O escoamento da dgua, com velocidade V, 
e na mesma direcao em que a luz se propaga. O resiiltado obtido por Fizeau foi 



onde n 6 o indice de refracao da agua eV« c. Mostre que esse resultado decorre 
da lei relativfstica de composicao de velocidades. 

9. "Uma regua em repouso num referencial ( S ' ) faz um angulo 9 Q com a di- 
recao de movimento desse referencial, qute se desloca em reiacao a (S) com veloci- 
dade V. Qual e o valor 0 desse angulo em (£)? 

10. Um fisico esta sendo julgado por ter avan9ado um sinal vermeiho e alega 
para o juiz de transito que o sinal the pareceu verde, devido ao efeito DoppEer. O 
juiz, que tambem estudou fisica, condena-o a pagar uma multa de R$1,00 para cada 
km/h de excesso de velocidade ultrapassando os 50 km/h regulamentares. Qual € o 
valor da multa? (Tome X, emii!iho = 6.500 A , ?L ycrd; = 5.300 A). 



Ay — 




= 0 



Or 




242 inirojLcac. h nrlaiividadi: 



11. No Fermilab, protons sao accleradcs a uma energia de 500 GeV. Ao atin- 
gir essa energia, (a) poT que fator tera aumentado a massa do proton, em rclacao a 
sua massa de repouso? (b) que porcentagem da velocidade da luz tera sido atingida 
pelo proton? 

12. Duas fontes identicas de luz inono- 
cromatiea, de freqiieacia propria Vo , 
afastam-se uma da ourra frig.) com velo- 
cidades v e -v iium referencial inercial 
(S). Qua! a frequeocia \ de uma das fon- 
tes, quando observada pela ourxa? 

13. Considere o movimento relatives tico de uma parti'cula cairegada de carga q 
e massa de repouso m.a num campo magnetico uniforms de magnitude /J. (a) Mostre 
que a energia cinetica da parti'cula nao se altera, e que a parti'cula descreve uma 
drbita circular se sua velocidade inicial 6 ±B (como no caso nao-relativistico). 
Mostre que permanecem validas as formulas nao-i-elativisTicas para o nuo da orbit a 
e a freqiieiicia de ciclotron (Fis. Bds. 1, Sec. 5.4). desde que a massa empregada 
seja a massa relativi'stica. (b) No Probl. 11, os protons de 500 GeV sao mantidos 
por um campo magnetico unifonnc numa orbita circular de 750m de raio. Qual e a 

•> ■ lagni 

14. Uma paiU'cula de massa dc rcpouso mo , cm repouso na oris cm para t = 0, 
e submetida a uma forca constante F a ate o instante !. (a) Calcule a posicao x(j) 
da parti'cula. (b) Calcule o limite nao-relativfstico do resultado e mostre que con 
corda coin a previsao da mecanica newtoniana. (c) Calcule x(t ) no limite de tem- 
pos muito longos. 

15. Uma partfcula em repouso de massa nia se desintegra em duas outras, de 
massas de repouso m x e m 2 . Calcule as energias E\ e E 2 desses dois fragmenios. 
Sugestao: Use as leis de conservacao e a rclacao (6.98). 

16. Uma partfcula de massa de repouso m 0 e velocidade v colide com outra 
parti'cula identica, mas que esta em repouso. Apos a colisao, as duas partfculas 
caminham juntas, lonnando uma partfcula composta. Calcule, para essa parti'cula 
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composta: (a) sua. massa de repouso M 0 ; (b) sua velocidade V. Exprima os resul- 
tados em funcao do parametro 



17. Uraa barra de comprimento proprio L a esta em repooso no piano vertical, 
num referenda] onde forma um angulo 0' com o eixo horizontal. Esse referenda] 
se move era relacao a outro referenda! (5). com velocidade V constante, na direcao 
do eixo horizontal. 

(a) Calcule o angulo 9 entre a barra e a horizontal em (5). 

(b) Calcule o compnmento L da barra em (S). 

IS. Um fdton de energia E 6 espalhado por um elstron livrc. Demonstrc que a 
maxima cnergia cins:i:e que o fdton pode transferor ao eleiron e dada por 



onde m c a massa de repouso do eletron. 

19. Dois neutrons 1 e 2 aproximam-se um do outro ao longo da mesma reia, 
com velocidades opostas v e -v, respectivamente. vistos do referencial do labora- 
torio. 

(a) Calcuie a velocidade V de 1 em relacao a 2, e verifique que 6 sempre 

< c. 

(b) Calcule a energia total do neutron 2 vista do referencial de 1, em funcao 
da massa de repouso Mo do neutron. 

20. Obtenha as expressoes n3o-relativfsticas do efeito Dnppler a partir da in- 
variancia da fase dc uma onda plana, usando a transformac&o de Galileu. 



I 




21. Demonstre que um foton. pfopagando-se no vacuo, nao pode desintegrar- 
se em dois outros r exceto se eles liverem a mesma diregati de propagacao 
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teoc^ac J rdaiMcfcie 



22. Calcule, usando a mecanica newtrjniana, qua! seria a velocidade de escape 
a partir da superffcie de oma esfera de massa M cujo raio fcsse o raio de Schwarz- 
scMld (6.151). 

23. Demonstre que a curvatura K de nma esfera pode ser expressa em termos 
da area A de urn circuit) de raio r, por 



24. Uma pl.ataforma horizontal de raio r esta em rotacao corr; velocidade angu- 
lar co em relacao a urn refsrencial incrc:al. (a) Para cor « c, calcule a razao 
At(r) / Af(0) entre intervalos de tempo registrados por ism relogio na periferia 
e outro no centro da piataforma. (b) Associando a forca centrifuga F c a urn poten- 
cial tp e , pela relacao F c = - V tp, , mostre que. nessa aproximacao. tem-se 




7 

OS PRIMORDIOS 
DA TEORIA 

QUANTICA 

7.1 Introduce 

"Neste capftulo e nos proximos, vamos introduzir os conccitos basicos da trun.s- 
formacao mais profunda pela quai a ffsica passeu desde a epoca de Newton: a 
flsica quantica. Ela eonstimi uma alteracao muito mais radical das ideias funda- 
mentals da ffsica do que a relatividade, que marcou nutn certo sentido o apogeu do 
que chamamos hoje a ffsica ciusska. 

A ffsica cMssica lida principalmente com fenomenos macroscapicos. na escala 
que nos 6 familiar. Scus conceitos sao abstrafdos dessa escala, e e dela tambem qas 
resulta nossa intuicao, de modo que podemos formar imagens "intuitivas" de'sses 
conceitos com base na nossa experiencia quotidiana. 

Ja a ffsica quantica trata principalmente de fehflmenos na escala atomica e 
sub-atomica. mais de um milhao de vezes menor do que as dimenxoes macroscopi- 
cas (lambem Irata das repercussoes desses fenomenos ao nfvcl macroscopico). Co- 
mo essa escala e totalmentc remota da nossa experiencia, nao ha nenhuma razao 
para espcrar que possa ser descrita pclos conceitos da ffsica classica. Efetivamente 
nao pode: a fisic.a quantica nao .re parece com nada do que vimos ale agora. Daqui 
por diante, enLraremos em temtorio rcalmcnte novo! 
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E nma grande conquista da ffsica do iccuio 20 que ela tctiha eonseguido nao 
apenas desenvolver conceitos adequados a nova esca!a, mas tambem trata-los coin 
grande jieciiao. Mais cue isso: os novos conceitos e principles; ven sendo £.pli- 
cados a escalas cada vez menores. ate que ja atingimos omi es:;ala tan remola da 
cscala atomica quamo csta o c da macrosedpica: distancias da ordem dc 10~ 13 cm 
oil mcnos, sem que se tenha enconlrado atd hoje qualquer indfcio de inaplicabili- 
dade da ffsica quantica. 

Da mesma forma que a mecanica newtoniana e tuna aproximacao da mecanica 
relativfstica, valida com precisao mais que satisd'atona para vclocidades muito me- 
iiuics du que : s . a ffsica ciissica e lanibem uma aproximacao da ffsica qualities 
(prinrfpin rip. enrmsporirlpnr.ia de. Rohr). F.nf retf-nto, a fransiean rie nma para a outra 
6 bastante mais sutil, conceitualmente, do que a transicao da mecanica relativfstica 
para a newtoniana. 

Mesmo na escala macrosedpica, conforme veremos adiante, a fisica era uma 
leoria bastante ineompleta, incapaz de explicar inumeros fenomenos importances, a 
cotr.ecar pela propria existencia e estabiiida.de da materia! 

Para alguns fenomenos, inclusive, a ffsica ckissica levava a conclusoes 
inaceitaveis. Um deles sera mencioiiado na Sec. 7.2, porque marca a propria 
origem da teoria quantica, mas varaos nos limitar a enuneiar os resuliados, 
porque se trata de um fenomeno complexo, cujo tratamento tedrico nos afas- 
taria muito do objetivo de introduzir de forma tao direia quanto possivel os 
conceitos basicos da ffsica quanliea: trata-se da distrihuigao especlral da ra- 
diacao i&rmlca. 

7.2 A Iiip6f@§© dm Planck 

O aspecto da radiacao emitida por am corpo aquecido varia com a temperatura 
desse corpo. Podemos observar o que acontece no interior de um forno em eqni- 
librio termico a uma certa temperatura T atraves de um buraquinho numa das pare- 
des, que deixa escapar am fcLxc de radiacao. Trata-se de radiacao eletromagnetica, 
cujo espectro pode ser deLerminado experimentalmerate. 

Sabemos pela experiencia que, a medida que a temperatura se eleva, a ra- 
diacao visfvel passa de uma coloraeiio avermedrada a um vermeiho vivo, depois 
vai-se tornando mais "branca" (illameiHo de uma lam pad a iiiCLsadcfecciUei, tendendo 
para o azulado. O espectro f cmttimw, mas a coloracao dominante se desioea para 
freqiiencias mais elevadas a medida que a temperatura aumenta. 



247 



IM 



Fisica Clsssica 



A uma dads temperatura T. a distribui- 
cao especiral em freqiiencia da intensi- 
dadc da radiacao observada tern o as- 
pecto ilustrado na fig. 7.1, onde a fre- 
qiiencia de pico, V, cresce com 7", con- 
forme observado acima. 




A predicao da ffsica ciassica concorda 
miiito bem com a experiencia para fre- 
qiiencias abaixo do pico. mas depois 
de.svia.-se cada vez mais (curva em li- 
nha pontilhada na fig. 7.1). Pior ainda: 
da prcdii: que 1 ( V ) crcscD como uma 



O 



Fig. 7.1 Distribuigao especirai da rsdiagao iermics 



potencia de v(v°) , de forma que a energia total emitida pela cavidade (inle- 
grando sohre todo o espectro de freqiiencias) seria infinita! Como esse efeilo se 
deve as freqiiSncias cicvacas, ele e charnado de "catastrofe ultra vioieta". 

0 equib'brio termieo da radiacao no interior da cavidade ocorre atraves de 
trocas de energia enure a radiacao e os atomos das paredes. a temperatura T: os 
atomos absorvem e reemitem a radiacao. O modelo classico para absorcao e emis- 
sao de radiacao eletromagnetica de freqiiencia v por urn sistcma de cargas (atomo) 
e que as cargas oscilem com essa freqiiencia (oscilador de Hertz: cf. Fis. Bds. 3, 
Sec. 11.5). 

Em 14 de Dezembro de 1900, Max Planet apreienioo niima reuniao da Socie- 
dade Alema dt Fisica ima proposta que pcrmitia obter uma expressao para 7(~v) em 
excelente acordo com a experiencia, a custa de abandonar uma das ideias mais 
arraigada.s da fisica oh'sinca. CI: isicamentc. a troca de energia entre a radiacao e os 
"oscil adores" nas paredes se da de forma contimia: qualquer quantidade de energia 
pode ser absorvida. on emitida. 

Para obter acordo com a experiencia"'. Planck postulou que a troca seria 
"quantizada": um oscilador de freqiiencia V id poderia emitir ou absorver energia 
em midtiplus inteiros de am "quantum de energia" 



PkiKLci il _ Kir-- L:U: r e .■ .. ■. ■_ : ■ . 1 . > 11 . ■ ■ 

'"craunsiliir)fif;se pjriiiT:eTti lormai. 'mi > \ ■' ■' 11 r.i . i 11 1 / ■'■ ei .: ;, i r.iso_ aqualquer 

prcco. enconlrar ama exp!ica?ao reorica" 
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ondc ft e uma nova constants universal, a constants de Planck. Ela tern dimensoes 
de [eneigia] x [tempo], corresponded do ao que se chama de agSo. O valor au- 
merico de h e 



ft = 4,136 x 10 _,5 eV ■ s = 6,6261 x 1 0 -34 joule x segundol (7.2) 



Na (7.1), 



k = — = 1,0546 x 10" 34 J ■ e 6,582 x 10" 16 eV . si (7.3) 



Para radiacao visivel de comprimento de onda X = 5.000A, temos 
v - c/% = 6 x 10 14 s"', de forma que hx = 3.98 x 10"" J , uma energia extrema- 
mente pequena na escala macroscopic a. Por outro lado, em eletronvolts, 

1 eV = 1,602 xlO" ,5 J (7.4) 

esta energia e = 2,5 eV, o que absolutamente nao e pequerio na escaia atomica. A 
cotistante de Boitzmann e 

K = 1,381 x 10" 23 |r = 8,62 x 10~ 5 ^ (7.5) 

Aasim, para tcmpcratums T 1 1) 4 K , u taicrgia tcrmicti k T ionia so da ordcm dc 1 
eV (a temperature ambiente, k7 ~ 2. e V). 

Desvios apreciaveis em relacao a predicao da fisica classicK :ia curvf. da fig. 
7.1 comecam a aparecer para 

hv>KT C7.fi) 

o que podemos compreender lembrando que, em eqtiilfbrio lennodinamico a tem- 
peratura T, a mecanica estatisiica indica que a probabilidade de encontrar urn 
sistema com eacrgia E deve conter um fat or de Bohzmann (Fh. Bds. 2, Sec. 12.2) 
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f »fM (7.7) 

o que. pela (7.1). reduziria exponeTidiiknenis a possibiiiiade de trocas de energia 
com hv » k T. E am fatoi desse lipo o responsavel pela queda da curva de / ( V ), 
eliminando a catastrofe ultravioleta. 

O postulado de quantizacao de Planck e. porem. inteiiamente incompreensfvel 
na ffsica classics, onde a energia de uma oscilacau j lc.i; ollclIljusi rsiacau cum 
sua freqiiencia: depende apenas da amplitude de oscilacao, que pode variar ccn- 
tinuamente. 

Planck procurou por mirilos anos, com grande esforco, encontrar uma expli- 
cacSo para o seu postulado dentro da ffsica classica. Acabou, muilo a contragosto, 
eonvencendo-se de que isso nao seria possrvel. 

7*3 O efeito fotoeletrtco 

Em suas experiencias de 1 SS7, em que deraonstrou a validade da teoria de 
Maxwell produzindo e detelando ondas eletromagneticas, como vimos (Fis. Bd.s. 3, 
Sec. 11.5), Heinrich Hertz produzia uma descarga oscilante fazendo saltar uma 
fafsca entre dois eletrodos, para gerar as ondas, e detetava-as usando uma antena 
ressonante. onde a detecao fambem era acompanhacia de uma fafsca entTe eletrodos. 
Ele observou que a fai'sca de detecao saltava com mais diliculdade quaiido os ele- 
trodos da antena receptora nao estavam expostos a luz (predominantemente violeta 
e ultravioleta) proveniente da faisca primaria na antena emissora, on seja, quando 
se introduzia urn anfeparo entre as duas para bloquear a luz. 

Curiosamente, ao comprovar a teoria de Maxwell, coroamenfo da ffsica clas- 
sica. Hertz estava assini riescobnnrio o efeito fotoeletrico, uma das primeiras evi- 
dencias experimentais da quantizacao. Verificou-se logo que a razao pela qual a luz 
ultravioleta facilitava a descarga era por ser capaz de ejetar eletmns da supp.rfir.ie 
metalica dos eleixodos. Os e!6trons assim ejetados. acelerados pela diferenca de 
potencial entre os eletrodos. contribufam para ionizar o ar e facilitar a descarga. 
Hoje em dia, as fotocelulas. que tern inumeras aplicacocs praticas (fotometros, con- 
trole de portas de elevadores, ...). empregam □ efeito fotoeletrico para converter um 
sinal luminoso nuroa corrente eletrica. 

As investigacoes posteriores do efeito, devidas prindpaimente a P. Lenard (1899), 
revelaram tima serie de caraclsrlsticas intrigante!,, eunnadiioj ias ao que seria es- 
perado pela ffsica classica. Para as experiencias, o material de onde serao ejetados 
os fotoeletrons deve estar lirapo e polido, para evitar quaisquer contain inacoes: na 
pratica, isto implica que ele esteja num recipiente em alto vacuo. 
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Fig. 7.2 Efsilo fotosletriro 



Numa experiS.icia ifpica, ds eletrodos 
estao denlro de uma ampola de quar- 
tzo (transparente a luz laltravioleta) eva- 
cuada, e sc estabelece entre eles uma 
diferenca de potencial V, iluminando 
depors o catodo com luz de freqiiencia 
■v e intensidade I 0 . Mede-se a corrente 
elelrica i assim gerada com o auxfiio 
de urn amperfmetro (fig. 7.2). 



;nItados de i 



V, , 

Fig. 7.3 Variagao de / 



ispc 



. ilus 



7 0 e v fisos e um dado material do cato- 
do, todos os fotoeietroiis arrancados pela 
luz sao coietados pelo anodo quando a 
direr erica de cole'icia] V 6 positiva, cor- 
reM;uiiden.do a uma corrente constante i L 
(corrente de saturacao). 



Se agora invertemos a polaridade da voltagem. procuraado frear os eletrons 
em lugar de acelera-los. a corrente ::<mtmu<! passanda no mesmo sentido, mas Vai 
diminuindo a riiedida que I VI aumenta, ate que sc anula para V = - V F . onde 
V F (>0) chama-se potencial de j re amenta. 

Se aumeniarmos Li r.^A-i a ?.dt. de l< para. Lf (fig. 7.5). n as^ecto da curva 
permanece o mesmo: apenas a intensidade i da corrente, ou seja, o n." de fo- 
toelerrons arrancados, cresce, sendo diretameme proporcional a intensidade da 
luz: dupiica ao passar de /» a 2I». 

Que acomece se varlarmos a frcqucm-ia 
V da luz incidents'? verifioa se que o as- 
pecto qualitative das euryas tende a per- 
manecer o mesmo^ mas o valor do poten- 
cial defreamemo V f muda, aumentando- 
a medida que se aumenta a freqiiencia v, 
conform e llustrado rm fig. 7.4. A figura 
se aplica a um catodo de metal alcalino, 
que ocorre efeito fotoclctrico com luz visfvel (mesmo assim. 
com luz infravermelha); para a maioria dos metais, e preciso ir 
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ao ultravioleta. O potencial de freamento V F , para rnna dada freqtiencia V, varia de 
substancia para substancia: e mm caracterfstica do material. 

Conio interpretar esses resullados? A producao da fotocorrenie peJa luz deve 
resuitar de que a luz forneca energia suficiente para arrancar eletrons da viziahanca 
da superficie do material do catodo. Quando urn eletron 6 excraido, a carga positiva 
remanescente tende a atrai-lo de volfa, e 6 preciso fornecer energia suficiente para 
veneer essa atracao. 

Como os eletrons no interior do catodo podem ter uma dinriouicao de ener- 
gias (niim metal, existem eletrons livres) e podem provir de proftmdidades diferen- 
tes, os eletrons arrancados devem ter direcoes de movimento diferentes e vefoei- 
dades (energias cineticas) difereates. 

Para frear urn eletron de energia cinetica T - 1/2 m, v i (m = massa do ele- 
trOn), e preciso asar uma diferenca de potencial retardadora V Lai que eV = T , 
onde (-e) 6 a carga do eletron. Logo, o potencial de freamento deve estar asso- 
ciado a eletrons com direcao de movimento perpendicular ao catodo e com energia 
cinetica maxima T,- = ~ in, v., ": 



Pels conservacao da energia, essa energia cinetica maxima deve correspoader a 
energia E fbrnecida peia luz raenos o trabalho W necessario (valores tfpieos de W 
sao da ordem de alguns eV) para extrair urn eletron da superfi'cie contra a forca 
atrativa da carga positiva rernaaescente: 



onde W e uma caracterfstica do material empregado denominada funcao de tra- 
balho. 

O que se espsrariLt entao segundo a teoria eletromagneficn classics'? Uma onda 
eletromagaetica transporta energia, que. cortio vimos, e direlamente proportional a 
intensidade I a da onda, qualquer que seja sua freqtiencia v. Essa energia pode ser 
transferida aos eletrons do catodo, puis elcs sao colocados em oscilacao forcada 
pelo campo eletrico da onda. 

Esperarfamos portanto que, a medida que I 0 aumenta, aunwntasse E na (7.9), 
e por conseguinte tambem V F . Nao e o que se observa experimentalmente: as cur- 



— ni vl, - e V r 



(7.8) 




(7.9) 
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vas da fig. 7.3 mostram que o aumento de k so aumenta a intensidade i da fotocor- 
rente (ii. D de fotoeletrons ejetados), sem aumentar V F . Por outro lado. a variacao de 
V f com a freqiiencia v (curvas da fig. 7.4) nan tera explicacao classica. 

Num trabalhc publicadn sm 1905. intitulado "Um ponto de vista heuiistico 
sobre a producao e transformacao da luz", Einstein propos uma teoria do efeito 
fotoeletrico baseada nnma extensao muito mais audaciosa* das ideias de Planck 
sobre quantizacao: a de que radiacao eleiromagnetica de freqiiencia V consiste de 
quanta de energia 



fsfas palavras de Einstein, "A ideia mais simples e que um quantum de luz transfere 
toda a sua energia a um unico eletron: vamos supor que e isto que acoiiteee". 
A (7.9) fica entSo 



que e a equagao de Einstein do efeito fotoeletrico. Ela explica imediatamente o 
aumento de Vf com v . Como Einstein observoti a seguir, 

"Se a formula deduzida e correta, um grafico de Vr, em funcao da frequencia 
da luz incidente, deve resultar numa reta, cujo coeficiente angular deve ser inde- 
pendente da natureza da substancia jiuminada". 

Com efeito, esse coeficiente angular, pela (7.11), e dado por hie (h - constante 
de Planck). O ffsico americano R. A. Millikan nao acreditou na explicacao de Ein- 
stein, e passou os dez anos seguintes fazendo uma serie de experiencias com o 
objctWo do dcmonstrar que a prcdiclo dc Einstein cia incuiicla. O resukadu foi 

que, nas palavras de Millikan. "...contra todas as minhas expectativas, vi-me obri- 
gado em 1915 a afirmar sua completa verificacao experimental, embora nada ti- 
vesse de razoavel, uma vez que parecia violar tudo o que conbecfamoK sobre a 
interferencia da luz". 




(7.10) 




Paia i.vijiicisr u ill Irenes ejirre a siia hisoiesee a de Planck, o proprio hnsie^ rcz m&is larde urn paraleki 
b=v.i nuniorado: "O faw de que a carve;;"! ;e \o. :-,irr\pTs '.s-icidscjii gizriJc i na:: : nvpi ::±q i; ac;n"cj<. consisia 
d& poreOes mdivisiveis de uma gairata cada uma". 
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o w, w a 

h h 
Fig. 7.6 Variacao de V F com v 



Conforme ilusfrado na fig. 7.5, o coefi- 
ciente angular da reta e o mesmo para di- 
ferertes substantias, mas as intcrs-;ccces 
com o eixo das abcissas sao diferentes, 
correspondendo a funcao de trabalho W 
dividida por h. O valor de W para cada 
substantia corresponde, corao vimos, ao 
trabalho neccssario para remover urn ele- 
tron da superffcie. 



O nome "fdton" para urn "quantum de luz" so apareeeu cm \926, rum tra- 
balho de G. N. Lewis. A intensidade da luz e proportional a energia total que 
transports, e por conseguinte ao numero de. fotons, a que explica por que a fotocor- 
renie e diretameme proporcional a intensiUiidt da iu/. 

Varias outran caractensticas do efeito fotoeletrico elassicamente inexpf caveis 
tern expiicacao imediata atraves da fripotese de Einstein. Por mais intensa que seja, 
luz infravermelha nao produz efeito fotoeletrico. Por outro lado, luz ultravioleta de 
intensidade extremamente- fraca produz fotoeletrons algims nanossegundos depois 
de inicidir sobre urn material, quando, segundo a imagein ,'lassica, levaria muito 
mais tempo para transmitir energia suficiente a um fotoeletron. 

Conforme o prdprio Einstein percebeu ao usar no trtulo de seu artigo a ex- 
pressao "um porno de vista heunstico", a equacao do efeito fotoeletrico (7.1 1) nao 
demonstra a existencia de fotons: apenas pode ser interpretada dessa forma. Apos a 
formtilacao da mecanica quantica, foi mostrado por Guido Beck (1927) que a 
relaeiio de Einstein resulta da quantizacan da maipria (ainrnos). sendo desneces- 
■ssHo, pais obtc-la, quanti^r a radktcao (fotons). 

Nao foi apenas Millikan que recebevi com incredulidade a hipotese dos fotons, 
por contrariar a teoria ondulatoria da luz, que era considerada coma firmominle 
estabelecida. Em 1913, quatro fisicos alemaes, entrc os quais se incim'a Planck, 
encaminharam a Academia de Ciencias da Prussia una proposta inusitada: a elei- 
cao para mcmbro titular de Albert Einstein, que entao iin;ia apenas 34 anos. 



* Re:4., fkicr amrrfcei, vein cm 1942 pari: a AnreTT.inn. Li. e no Brts:l. c!:u irrp.irtaTr.ss ci>nlnbuid:es para 



A proposta tcrminava dizendo. 

"Em suma, pode-se afinnar que nao lia piatiuameiUe nenbutn dos grandes pro- 
blemas em que a ffstca moderna e tao rica, ao qual Einstein nao tenha dado alguma 
notavel coalribuicao. Que ele as vezes tenha errado o alvo em suas especulacoes, 
como por exemplo em sua hipoLese dos "quanta de luz", nao pode realmente ser 
tornado como uma acusacao muito sena contra ele, pois nao e possfvel introduzir 
ideias verdadeiramente novas, me.rno tips risncias mais exaias, sem correr alguns 
riscos de vez em quando". 

O prSmio Nobel dado a Einstein, em 1921. foi pela teotia do efeito fotoe- 
letrico. 

7.4 O efeito Compton 

Evidencia mais direta de propriedades corpusculares da luz foi obtida entre 
1919 e 1923 por Arthur H. Co.mplDn. observando u espalhametttQ de raios X mono- 
cromaticos por um alvo de grafita (Compton recehen o premio Nobel de 1927 por 
esses trabalbos). 

Compton usou raios X de comprimento de onda = 0,7 A . O alvo espaliia a 
radiacao incidente em todas as direcoes, e Compton usou um espectrometro de 
Bragg para raios X (Sec.. 4.1 1) para fazer a analise espectral dos raios X espalha- 
dos em diversos angulos. Eneontrou uma componente de mesmo comprimento de 
onda Xo que a radiacao incidente e outra de comprimento de onda X > Xo , onde o 
valor de X variava com o angulo de espalhamento: Aa. = X — Ao e o deslocamenio 
Compton. 

Para expiicar esses resuitaios, Compxn lev 3 a £.s ulliuias eunseqiifincias a hi- 
potese de Einstein, tratando os raios X em tennos de fotons, on seja. como partlcu- 
las de energia dada pela rclaeao de Einstein (7.10). Para Xq = 0,7A = 7 x 10~'°ni. 
e Vo = y x J0 ,! s ' e is-*, (.energia dos raios X incidences) = j x 4d x 1U 3 eV (usando 
h = 4,136 x r0""eV-8), o que da * 18keV. 

AMm da energia, a radiagao eletromagrtetica transports momenta. Pela ffi.100), 
o momenlo do foton de raios X incidente e dado por 



onde iije o versor du ci:xtao de prupagacao dos raios X incidentes. Como 
E- m = h % resulta 
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(7.13) 



Grafita e uma forma de carbono. e a energia dos raios X incidenles, IS keV, e 
muito maior que a energia dc iigaciio dos clctrors (pariicularmente os mais exter- 
nos) ao atomo de carbotio. Compton admitiu que os raios X pudessem ser espalha- 
dos pelos eUlvom do ammo, e nests case a energia de iigacTio seriu desprezfvel, ou 
^ej;:, cada eletron se comportaria como se estivesse livre. 

Finalmente, Compton tratou entao o espalhamento como uma colisao entre urn 
foton. dc energia E, 0 e rnomento p.,.. e urr eletron livrc. inicia!inen:e em repouso. 
Devi do ao recuo do eletron na colisao, o foton espathado tern energia E, < £ Sl , ou 
seja, comprimenlo de onda k > Xa, coriforme observado. 

Para encontrar de que forma A. depends do angulo de espalhamento 6 dos raios 
X. Compton aplicou as leis de conservajao da energia s do rnomento na colisao, 
em forma relativfstica, porque o foton e uma para'cula ixdativistica. 




(E v , p.) Sejam £,ep, energia e momento do 
foton espaihado na direcao u, e (E, p) 
a energia e momento do eletron apds a 
colisao (recuo). 



As leis de conservacao relativfsri- 
cas diio entao: 



£.,, +m„ c 1 = +£ (7.14) 



(E,p) 



e 



Fig. 7.6 Efeito Compter 



c c 



u + p 



(7.15) 



onde f sp Jo eisiron esiao relacionados pela (6.98): 




(7.16) 



A (7.14) da 

E 2 - {k y0 - E_ t * m 0 c 2 ^J = (E y0 - E 7 J + 2 (E.. 0 - E 7 )/fi 0 c 2 + m% c 4 
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ou seja 

E 2 - f4 c 4 = (fc, 0 - eJ + 2 (E y0 - £.,)»i a c 3 = p 2 c 2 (7.17) 
Por oulro lado, a (7.15) da 

P 2 <? = (&o "o " £ y £ J - fcj + (Eyf ~ 2 £vo cos 8 (7.18) 

pois n - n> = cos 8 (veja a fig. 7.6). 

Substituindo a (7. IS) na (7.17) e cancelando os temos identicos, resulta 



(Eyo - E 7 )wo c 2 = £ t0 E v (l - cose' 



j i (i-cose) 

E, E., 0 m 0 c 1 



Mas, pela relagao de Einstein, — = — , e da mesma forma para EL 



f h 1 

A X = X - X 0 =\ — (1 - COS 6) I Deslocamenio Compton (7.20) 



que da a variacao de comprimento de onda em Funcao do Sngulo 0 de e.spafha- 
mcnto. 

A constants , onde mo e a massa de repouso de eletron, e chamada de 

comprimento de onda Compton do eletron. Substituindo os valorcs numericos de 
h, mo c c, obtemos 



; 2,426 x lO" 11 ™ = 0,02426 A ! 



(7.21) 



Compton verificou eKperi mental me nte tanto o valor absoluto do deslocamento 
quanto sua dependencia angular. Conforme ja foi mencionado. a radiacao espalhada 
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tambem contem uma components de comprimento de onda V Seti aparecimento 
podc ser explicado como resultante do espalhamento nao por um el6tron, mas pelo 
atomo como um todo. Como a massa do atomo de carbono e 4 ordens de grandsza 
maior do que a massa do eletron, o deslocamento conespondente e desprezfvel. 

A interpretacao de Compton recebe confirmacao adicional quando se observa 
o eletron de recuo. Isso foi feito por G. N. Cross e N. F. Ramsey em 1950, usando 
raios y de 2.6 MeV. O angulo <p de recuo do elStron (fig. 7.6) foi verificadc, con- 
cordarido com seu valor teorico. Tambem foi verificado experimentalmente, por Z. 
Bay et at. (1955), que o eletron de recuo e o foton. espalhado emergen) em coin- 
cidencia (ao mcsmo Lempo), com precisao da ordem de 10 -11 s . Logo, o tratamertto 
do efeito Compton como uma colixao mire duos parnciLas (foton e electron) ficou 
plenamente justificado. 

7.S Ruther?®!^ e a descoberta de nueSeo 

Nos primeiros anos deste seculo, J. J. Thomson, o descobridor do eletron, pro- 
curer construir um modelo da estrutura de um atomo. Sabia-se que um atomo con- 
cern eletrons, que as massa? atSmicas sao muito maiores que a massa de eletrons, e 
que o atomo 6 eletrieamente neutro, com dimensoes tlpicas da ordem de 
10"'°m (-1 A) . 

Thomson propos entao um modelo em que a carga positiva estaria distribuida 
uniformemente denli-o de uma esfera com as dimensoes do atomo, e os eletrons 
e5tariam dentin dessa nuvem positiva (como passas num bolo). Pelo teorema de 
Earnshaw {Fis. Bds. 3, Cap. 3), essa distribuicao nao poderia eslar em equilfbrio 
estavel sob a acao puramente de forcas eletrostaticaK. 

Entrctauto, os eletrons podcriani mover- sc dentro da iiuvcm. ApHcajido u mo- 
delo ao hidrogenio, o eletron poderia ter um movimeniu de o^cdacao radial, com 
freqiiencia correspondente a luz vislvel (Fts. Bds. 3, Probl. 3.10) — embora isto 
n3o expiicasse o espectro do Storao de hidrogenio. que contem uma serie de 
freqiiencias diferentes: o modeio so daria uma. 

Ernest Rutherford, natural da Nova Zelandia. foi o sucessor de J. J. 
Thomson no Laboratorio Cavendish da Universidade de Cambridge. Ruther- 
ford desenvolveu inurneros trabalhos experimentais empregando a,s radiacdes 
emitidas por substancias radioativas: partfculas a (He" 1-1 ") , (S(e~) e y (fotons 
de energia elevada). 



Folha de ouro 

Colimadoi 



iriinafiva 



^4 

Tela de cintilacao 



Fonte radioativa 

(radium) Feixe dec 

Fig. 7.7 Espalliamento Ruilarforci 

Em 1909, dois assistentes de Rutherford, Geiger e Marsden, observaram o es- 
palhamento de parifculas a por uma l&mina delgada de ouro. uiiliiando o disposi- 
fivn experimental da fig 7 7 I Jma ffinfft dp. radium p.mitp. parti'mSas (7. . de. velnci- 
dade v = 1.52 x 10 7 m/s. Urn feixe colimado de a incide sofare iimi folha de ouro 
muito fina, de espessura - i0~' mm , o que equivale a alguns milhares de camadas 
a Lo micas. 

As a espalhadas numa dirccao 9 eram detetadas pelas cintilacoes provocadas 
pelo seu impacto sobre uma lela de sulfeto de zinco, observadas atraves de um 
microscopic O angulo de observacao 0 era variavel, e o aparelho cstava numa 
camara evacuada. para evitar que as a do feixe fossem espalhadas por moieculas 
de ar. 

Como a massa de uma a e — 8.000 vezes a do eletron. uma colisao com um 
elelron praiicamente nao desviaria a a de sua trajetdria. Por ouiro iado, se valesse 
o modelo de Thomson, a carga positiva do iitom;) esit'.na .iD.ili.irnier.ieine disiribuida 
dentro do raio atomico, e tambem nao poderia produzir desvios muito grandes na 
trajetdria da a (mesmo cumulativos, por espalhamento multiplo, pois tenderiam a 
se cancelai-}. 

De fato, nas primeiras experiencias, so se observaram desvios muito pequenos : 
como se a folha de ouro fosse praiicamcnte transparent ao feixe de a . Rutherford 
relata o que aconteceu em 1910: 

,: Um dia Geiger veto ver-me e disse: "Nao seria bom que o jovem Marsden, 
que eu estou ireinando em metodos radioativos, inieiasse uma pequcna pesquisa?" 
Eu tambem tinha pensado nisso, e disse: "Por que ele nao oiha se ha pattfculas o. 
espalhadas em grandes angulos?" Aqui entre nds, eu nao acreditava que houvesse, 
pois a a era uma partfcuia de massa e velocidade el^adas. portanto de grande 
energia, e podia-se mostrar que, se o espalhamento resultassc do efeito cumulative 
de um grande niimero de pequenas deflexoes, a probabilidade de que uma a fosse 
retmespalhada seria muiLc pequena. Lembro-me entao de que, dois ou Ires dias 
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depois. Geiger vciu ver-iLie exLreiiiamente excitado, dkendo: "Conseguimos obter 
algumas particulas a espalhadas para tras...". Foi a coisa mais incrfvel que jamais 
me aconteceu em toda a minha vida. Era quase do incn'vel corao se se disparasse 
urn obus de 15 polegadas contra urn leaco de papel e e!e fosse defletido para Iras, 
atingindo voce.". 

E mais adiailte: "Refletindo, percebi que esse relroespalhainento deveria ser 
produzido por utna unica colisao, e fazendo as comas vi que seria impossi'vel obter 
quaiquer coisa dessa ordem de grandeza, exceto num sistema em que a maior parte 
da massa do atomo estivesse coacentrada num riucleo diminuto. Foi entao que tive 
a ideia de um atomo com a carga (positiva) e massa concent".das numa minuscula 
regiao central". 

E facil estimar aiS que disiancia do centro, onde se coucentra a eaiga pusitiva 
de u m atomo de onto, uma parficula a da eaergia empregada na experiencia precisa 
chegar para ser retroespalliada (Fis. Bds. 3, Probl. 4.6). 0 resultado, conforms foi 
estimado por Rutherford, e uma di stand a - I0" 12 cm , ou seja, ~ I0 4 vezes menor 
que 0 raio do atomo. Esse e entao um limite superior para o raio do niicleo. lsso 
significa que a materia 6, em graode parte, espaco vazio. Ao mesmo tempo, veri- 
fica-se a validade da lei de Coulomb ate distancias dessa ordem! 

Rutherford u.sou a tr.ccarnca ch'ssiea para calcular a fnxuo dF das partfculas 
incidentes que e espalhada em diferentcs direcoes entre 0 e 9 + d B (as orbitas sao 
hiperbolicas: o problema e analogo ao de um cometa na gravicacao). Os resultados 
foram comparados com as experiencias de Geiger e Marsden. rnnsfrardn horn acor- 
do e completandc assim a justifieaUva da existencia do riucleo e do modelo atcV 
mico de Rutherford. 

A forca coulombiana responsive! pela de- 
flexao (fig. 7.8) I proporcional ao produ- 
to da carga 1e. da a pela carga le do 
nucleo. Logo, determinando-se experi- 
meatalmente a f radio dF espalhada entre 
6 c 9 + d& pode-se medir a carga nu- 
clear Ze. 

Os resultados obtidos por Chadwick para Z coincidiam, dentro do erro experi- 
mental, com O numero urGmico do elemento utilizado como alvo, ou seja, com o 
seu numero de ordem na tabela periodica dos elementos: I para H, 2 para He , 3 
para Li, ... 




/ O carga +-Ze 
Fig. 7.8 Defiexao coulombiana 
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Rutherford e sua escola estabeleceram assim experimental me me que o atomo con- 
siste de um iiucleo de carga Ze e dimensoes < 10"" cm, que concentra quase toda a 
mnwi i-iTnmicfL e Zeletron; distribuidos era dimensoes — 10 ' em em tonio dele. 

7 a § Isg^frog atdmfaos 

A primeira evidencia experimental significativa sobre espectros atomicos es- 
tava contida na descoberla, feita poi Fraunhofer em 1814, de uma s6rie de linhas 
escuras no espectro .solar ("raias de Fraunhofer").** 

Em 1859, Kirchhoff e Bunsen descobriram que o espectro de emissao de urn 
elemento, formado por uma serie de freqiiencias bem del'iiiiuas. [llnhui especrmis: 
as linhas obiidas sao Imagcns da fenda do especlroscopio). e caracterfsiico (Jesse 
elemento. Asim, a emissao do vapor de sodio (obtida, por esemplo. lancando sal de 
cozinha na chama de um bico de Bunsen) con tern duas linhas muito prdximas no 
amarelo, responsaveis pela cor amarela da luz emitida. Os dois mesmos compri- 
mentos de onda aparecem como linhas escuras entre as raias de Fraunhofer. 

Esse ultimo fatp foi interpretado como significando que as linhas escuras for- 
ma m o espectro de absorcao. A radiacao termica solar, que tern um espectro con- 
tfnuo, e parcialmente absorvida ao atravessar a atmosfera do Sol, e as linhas es- 
curas sinalizam a presenca do elemento ao qua] estao associLdaj (sodio, por exem- 
plo) nessa atmosfera. Essa. descoberta de Kirchhoff e Bunsen serviu de base a ana- 
lyse da composicao quimica das estrelas em astroffsica, atraves do scu espectro de 
absorcao — em particular, permitiu identificar o desvio Doppler para o vermelho e 
descobrir a expansao do Uaiverso (Sec. 6.8). 



H, H, 



Fig. 7.9 Espectro tic H 

No espectro de emissao do hidrogenio ardmicc \ U, nao lh). p. ex., aparece na 
regiao do visi'vel, estendeado-se ate o altravioleta, am conjunto de raias que vao-se 
aproximando cada vez mais umas das outras (fig. 7.9), tendeudo a um ponto de 
acumulacao. 
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Em 1885, Joliaan Balmer, urn professor secundario em Bssei, encontrou uma 
formula empfrica que reproduzia com grande preci^ao (derttro de 0,02%) as posi- 
5.6es desse conjunto de raias: 

K = cf-r — ] fa = 3,4.5,...) (7.22} 



onde C 6 uma constante, que Balmer loinuu - 3643.11 A . Nuic que C 6 u //rniic c/m 

je'ri«: C = A„ . 

Uma forma mais sugestiva de apresentar esse resultado e em termos de inver- 
ses de comprimentos de onda: 



\ ''•{?- 7) (7 - 23) 

onde R H - 4/C chanuL-sc crjK.itouJt: Rydberg para o hidrogenio. Sea valor e 

[~J?„ « 109.677 crn"^ (7.24) 

A linba Ha no vermelho £ responsavel pela cor avermelhada de uma descarga num 
tubo com hidrogenio. A serie de linhas espeetrais dada pela (7.23) chama-se serie 
de Balmer. 

Em 1906, Lyman descobriu outra serie de linhas no ultravioleta distante no 
espeetro do H, com 

e em 1908 Paschen descobriu outra serie no H, dada por 

i = ( n = 4,5,...) (Pascncn) (7.26) 

esta no infravermelho. 

Todas essas series sao da forma geral 



(7.27) 
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i sao casos particulares de uma regra geral. associada ao princfph de combinacao 
ie Rydberg e Ritz. segundo a qual linhas espectrais podem sempre ser rcprcsea- 
.adas como diferencas de dois lerttws especirais: 



(7.28) 



(v = c/a) aparecem i 



l espectro. 



de forma que. sc duas freQiiencias 
podemos esperar que tambem aparecam Vi l v 3 e Ivj — Vi\ 

Por exemplo, a l. a liuha da serie de Lyman tern 1 /X dado por R# ^ I - i J e a 
i * da serie de Maimer nor ff« _ 1 \ a comhinacao das doas da Ra M I que 
e a 2." linha da serie de Lyman. 

Todos esse.s resukados cram inc o m preen si veis pela fi'sica classics. O modelo 
classico de emissao de luz monocromatica, como vimos. era o oscilador de Hertz, 
que so emite a freqiiencia de oscilacao v. Sistemas oscilantes mais serais podem 
emitir tambem harmonicas dessa freqiiencia, como 2v , 3v , mas nao ha nada 
que se pareca ao principio de combinacao de Rydberg-Ril2 neffl as series cspec 



as do H. 



7.7 O modelo atomics de Bohr 

Os resultados de Rutherford trouxeram um novo desafio para a compreensao 
da esmitura do atomo, mostrando que o modelo de J. J. Thomson era inadmissivel. 
Um modelo eletrostatico era exclufdo pela impossibihdade de levar a uma configu- 
racao de equilibria estavel (teorema de Earnshaw). 

Modelos dmamicos do tipo de um sistema planetario. com os eletrons orbi- 
tando em lorno do micleo, iiaviam sido considerados. mas iambem apreseuLavam 
uma dificuldade insuperavel dentro da ffsica classica. 

Em qualquer orbita desciita em tornu do nucleo. um eletron esta continua- 
mente se movendo com aceleracao ^ 0 . Mas uma carga acelerada, dc acordo com 
a teoria de Maxwell, emite radiacao, e por conssguinte perdc encrgia, tendendo a 
aproximar-se do ndcleo. A orbita se transforma numa espiral, que acaba levando a 
captura dos eletrons pelo nvicleo e ao colapso do atomo Para uma orbita de dimen- 
soes atomicas, esse coiapso ocorre num tempo inferior a IQf 9 s! Logo, conforme ja 
foi observado na Sec. 7.1, a ffsica classica nao consegue sequer explicar a existSn- 
cia de atomos c a estabilidade da materia. 
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Em 1912, Niels Bohr liaiisferiu-se do laboratdrio de J. J. Thomson em Cam- 
bridge para 0 de Rutherford, que nessa epoca estava em Manchester. Bohr procurou 
interpretar os resultados de Rutherford conslruindo um modelo para o atomo mais 
simples, o de H T com base nas ideias de Planck e Einstein sobre quantizacao. 

Bohr, perccbendo que a teoria classica nao poderia cxplicar a estabilidade do 
atomo em seu estado normal, com o eletron orbiiando em torno do nucleo scm 
emitir radiacao, resolveu simplesmente postula-la, admitindo a cxistericia de 
estados esiaciondrios com estas caractensticas. 

De acordc com a mecanica classica, o problema de um eletron orbitando em 
torno de um proton no atomo de H, sujeito apenas a forca coulombiana, e inLeira- 
mente analogo ao problema de Kepler de dois corpos na. gravitacao, levando a 6r- 
bitas em ceral elipticas. corao as dos planet^i, podendo haver, como caso particu- 
lar, orbitas circulares (Fig. 7.10). Bohr resolveu considerar esse caso mais simples. 

Se ;■ e o raio de uma orbita circular era velocidadc com que ela e descrita, 
sabemos que v e constante pela conservacao do momento angular /, (a campo e 
central): 




Fig. 7.10 Orbita circular 



onde, para simplificar, fizemos 




(7.32) 



Ohtcmos portanto 
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m\r =— (7.331 

t_l 

Tomando o nfvel zero de energia total no iiifinito, oo seja, com o eletron "infini- 
tameate" afastado do nucleo e em repouso, a energia E do sistema e 



2 t 

T 

pela (7 

onde o sinal ( - 1 se deve a escolha do nfvel zero para E: e preciso fornecer energia 
para levar o eletron ate o "infinito". 

Quando o atomo emite luz, sua energia tern de dimitmir. Usando a (7.34), 
Bohr associou cssa variacao de energia AE a uma Yariacao do raio da orbita, qne 
passaria de urn valor fnicial r-, a um valor final r f : 




(7.35) 




(7.34) 



Bohr baseou-se na teoria de Einstein do efeito fotoeletrico para associar e 
riacao de energia a freqiiencia v do foton emitido u.sando a relacao 



o que da, levando na (7.35), 



2hi 



que ja tem a estrutura de uma diferenca enlre dais termos espectrais, como a (7.28). 

"Um espectroscopista havia informado Bohr sobre as formulas empiricas para o 
espectro do H. "Assim que vi a formula de B aimer", disse Bohr : "tudo se tornou 
claro para rnim". 
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Se identificarmos cada termo da (7.37) com a (7.27). biferimos, com efeito, 




(7.38) 



ou seja, qtie os raws das orbilas sao dados por 



r„-n-a a (,,-1,2.3,...) 



(7.39) 



r 



RAIO DE BOHR (7.40) 



" lhcR a ! (da meJI01 - 6rt>iu, „ = 1) 



3 a energia associada a orbita n , pelas (7.34) e (7.39), c 

i = l,2,...) (7.41) 



2 «* <i„ 



com !cf.(7.36)] 



2 (3,) « J 



(7-42) 



dando a freqiienoia da linha espectral emitida na passagem de n para m. 

A (7.40) relaeiona o raio da l. a orbita de Bohr com a conslante de Rydberg, 
que e determinada expenmentalmente. Mas Bohr conseguiu relaciona-la com outras 
constantes fi'sieas fundamentals usando sen princt'pin de corre.spondenc'ta (See. 
7.1), a ideia de que a ffsica classica deve ser obtida como caso limite. 

No limite em que o "numero quantico" n se torna muito grande, a (7.39) 
mostra que o raio da orbita correspondent preset; rapidamente, aproximaado-se de 
dimensoes macroscopic as. Hoje em dia, embora isso seja altamente nao trivial, sa- 
be-se preparar amnios tie.ssa situac-So. p. ex., com n > 50, que sao chamados ato- 
mos de Rydberg. 

Se censiderarmos entao uma transicao entre duas drbitas vizinhas, 
n + 1 — * n, a variacao fracionaria de raio e muito pequena, e podemos considerar 



266 Of p-;rr6fcbf 6i itd-i quisM.M 



que o eletron permaEece numa unica orbita circular quase macroscopica. A fre- 
qiiencia v da radiacao snikloa nessa Iranian e, pela (7.42), 



j (2n + 1) 



(n 4-1) j (n + 1J 



Ww* (" >> 0 (7-43) 

Mas nesse caso a risira classica, que deve resultar como caso limite, preve que a 
freqiienc:a da raciagao emitida coincide com a freqiiencia do movimento circular 
imiforme ao longo da orbita, 



C v n)wm-t — ^T - ^ — ^ % (Frcquencia ridsxici) (7,44) 

2%r- 2% n~ «,, 



onde, pela ( 7-33), 



de raodo que 

L y - \ = i r 1 = <£ 

S* ma v n 2 4tc 2 « 1 o 0 2 ( 2K f m ^^ (7 ' 45> 

Como v„ = 1 /t„ onde T„ e o pcriodo, e n 2 oo - /, : , a (7 45) itao passa da 3. a fei" de 
Kepler: os quadrados dos periodos sao proporcionais aos cubos dos raios das drbi- 
las correspondentes {F(s. Bds. 1, Sec. 10.4). 

Usando o principio de correspondencis, a (7.43) da 



(7.46) 



e, comparando com a (7.45), resulta [cf. (7.32)1 



que exprime o raio de Bohr em funcao ds consiantes fun darn eniais da ffsica. 
Subsiituindo os valores numericos 

e 0 = 8,854 x 10" 12 P / ia , h = 6,626 x 10" 34 J - s 
m = 9,109 x lO" 31 kg , e' - 1,602 x 10 -15 C 




(7.48) 



e a (7.40) da o valor da constante de Rydberg R H correspondente: 

R H = = = (7.49) 

2 he a a c h 8 £ 0 c k J 

Subsiituindo os valores numericos, acha-se R H = 109.600cm"', o que ja con- 
corda bastante bem com o valor experimental (7.24). A conccrdancia ainda melhora 
quando se leva em conta que o proton foi tratado como em repouso (massa infi- 
nita), quando na verdade deverfamos ter us ado o referencial do CM e a massa 
reduzida (Fis. Bds. 1, Sec. 10.10). Esse foi urn grande sucesso da teoria de Bohr. 

A expressao do raio de Bohr em te.rmos da constante de Planck e da carga e 
massa do eletron foi am marco na histoiia da fisica, definindo a escala atomicade 
tamemho. Como observon Dirac, "grande" e "pequeno" dcixaram de ser Conceitos 
relatives, com a introducSo, pela piimeira vez, de uma escala absoluta, baseada em 
constantes universais da Natureza, 

Entretanto, a condicao (7.38), que seleciona os raios das orbitas circulares, foi 
obtida identificando a (737) com a formula de Balmer. Haveria algurna justifica- 
tiva tedrica para essa regra dc selecao 9 

Pelas (7.29) e (7.33), o quadrado do momento angular L„ do elytron na drbita 
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•q-r a = mq^n 2 = >f 
prla (7.471 



ou seja, 



\L, : = nn >= 1 ,2,3,...) - 



(7.50) 



Isso significa que os raios das orbitas correspondem a quantizacao do momenta 
anguiar em imidades de n. As dimensoes do momento angular sao as mesmas da 

Refazendo era sentido inverso □ caminho que nos levou a esses resultados, 
vemos que o modelo atomico de Bohr pode ser deduzido a partir das seguintes 
hipdteses: 

(I) ESTADOS EST ACIONARIOS : Exists no dtomo urn conjunto discrete de 
e.uadoi chamadoi de ''cs/w.iuiut-rius" . Pelo menos o estado estacionario de energia 
mais baixa Idado pela (7.41) com n - 1 para o H], cbamado de estado fundamental, 
e realmente estacionario, no sentido de ser estdvel: o atomo pode permanecer nele 
indefimdamente. 

Esses estados correspondem a orbitas eletronicus era torno do nucleo, que 
Bohr calcuiou usando as leis da mecanica newtoniana e considerando somente or- 
bitas coulombianas circulares. 

Esta hipotese ja viola a teoria eletrom agnatic a classica, segundo a qual a ace- 
leracao do eletron nessas orbitas levaria a emissao de radiacao, fazendo-o espiralar 
para dentro do nucieo. 

(IT) CONDTCAO DE QUANTIZACAO DE BOHR: Os estados estaciondrios 
sao aqueles que satisfazem d condicdo de quantizacao do momento angular (7.50). 

(Ui) LONUICAO DH FREQUENCIA DE BOHR: Ouando urn eletron pasta 
de urn estado "estacionario '' de energia E,, para outro de energia E y „ a diferenca 
de energia corresponds, se £„ > E m , a emissao de urn foton, de freqilencia dada 
par 



' v,.,^ - (E r - H m )/ h 



(7.51) 



Tambem pode ocorrer n processo inverso, em que o atorao passa de E m para 
E„ por absorcao de um fdton dessa freqiiencia (espectro de absorcao). 



Pode-se perguntar por que os estados com n = 2, 3, 4, ... sao chamados de 
"estacionarios", uma vez que tendem a passar para o estado fundamental n - i, 
com emissao de um lot on da serie de Lyman. A razao 6 que o periodo de revolucao 
numa orbita e da ordem de grandeza do pen'odo da luz visivel. ou seja, - 10 u s, 
ao passa que a "vida media' 7 para emissao de vfdiacao e :ipicamente ~ 10"" s. dc 
forma que o eletron, no modelo de Bohr, descreve um grande numero de revo- 
lucoes numa drbita antes de passar para outra. 



eletron volt 




Fig. 7.11 Diagraroa de termos de H 



A fig. 7.11 mostra um "diagrama de termos", no sentido da (7.28), ou, o que 
e equivalente. do.s niveis de energia dos estados eslacionarios, previstos pela teoria 
de Bohr para o atomo dc H. 
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Com a escolha feita do nfvc! i 
do H, peias (7.41) e (7.49), c 



1 do estado fundamental 



h = 4,136 xlO" 15 eV s 
c = 3 x 10 Io cm / s 
R„ = 109.677 cm" 1 



Isso signifies que 6 prcciso foniecei 13.0 eV au aluum wi sen csladu funda- 
mental para remover o eletron ate" uma distancia "infinita" do nucleo com energia 
zero, ou seja. para ionizar o atomo de H. Esse result ado concorda com o valor 
experimental da energia de ionizacao do H. 

Se fornccermos mats do que esta energia, o eletron nao so sera ionizado, como 
ainda tera uma energia cinetica positiva. que pode variar de forma contuma. Por 
isso, a regiao hachurada acima de n — ™ tia fig. 7.11 foi marcada "especr.ro con- 
tfnuo". Como o eletron nao esta mais ligado ao nucleo, podemos pensar nesses 
cstados como represent an do o espaihamento de am eletron por urn proton. 

A energia de excita$ao minima que e preciso fornecer ao eletron para remove- 
io do estado fundamental e aqueia correspondents a trtLr.sicao para o 1." estado 
excitado, n - 2, dada por [cf. (7.42)] 

&> ,-£, - £, £i--Ij=s | x 13,6 eV = 10,2 eV. 

Os experimentos de Franck e Hertz 
Uma verificacao experimental imporlante das ideras de Bohr, em particular do 
conceito da energia de excitagao minima de urn atomo, que acabamos de discutir, 
foi obtida numa serie de experimentos de James Franck e Gustav Hertz* realizados 
a partir de 1914. Ate entao, o caratcr quantizado de transfcrencias dc energia tinha- 
se restringido essencialmente a emissao e absorcao da radiacao. Os experimentos 
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de Franck e Hertz foram os primeiros a demonstrar q carater quantizado de trans- 
ferencias de energia em que a energia transferida era energia clne'tica. com a trans- 
ferencia efetuada alraves de colisoes - 



O arranjo experimental mais simples que 
«- ; empregaram esca ilustrado na fig. 7.12. 

3 \ y Num tubo contendo vapor de mercurio a 
Regkoiivre Da ' sa pressao, elefrons emitidos por um 
decampo fji arnentQ incandescenEe C (eatodo) sao a- 
celerados por uma diferenca de potencial 
Vo variavel ate" o anodo. que e uma grade 

Fig. 7.1 2 Experiment de Frarak e Hertz 

G, cujo; inter s.icios os eletrons podem 
atravessar, pcnctrando dcpois numa regiao livre dc campo eletrico. onde a veloci- 
dade v adquirida pelos eletrons acelerados se raantem, enquanto eies nao coiidem 
com atomos de Hg. 

A energia cinetica adquirida pelos eletrons que atravessam a grade e 



(7_53) 



(a energia termica da emissao pelo filamento e desprezfvel em confronto com e V 0 ). 

Aumentando gradualmente V 0 , verifica-sc que o vapor de mercurio permanece 
escuro, ate que se atirtge o valor V 0 - 4,88 V, quando ele comeca a cmitir radiacao 
com X - 2537 A, caractenstica do Hg. 

Usando a "condicao de frequencia" de Bohr (7.51), a diferenca de energia 
associada a freqiiencia v = c/X, com X = 2537 A, 6 hv = 4,88 eV. Logo, a inter- 
pretacao do resultado experimental e: enquanto o polencial acelerador e insufi- 
cicuic para cumuiiicur aos eletrons essa energia cinetica, eles nao podem transferir 
aos Stomos de Hg com os quais coiidem a energia de excitacao minima necessaria 
para removg-los do estado fundamental. 

Assim que e atingido o limiar de excilactio dc 4,88 eV, comecam a ocorrer 
colisoes ineldsticas entre os eletrons e os atomos, em que energia cinetica dos 
eletrons e con vert ida em energia de excitacao e depots reemitida sob a forma de 
radiacao de 2537 A. 

Tambem foram observados liraiares associados a transicocs para outros nfvejs: 
estas experiencias constttaem um dos primeiros exemplos de bomheamento atomi- 
co, em que um atomo e transferido de seu estado fundamental a algum de seus 
estados excitados de forma controlada, no caso atraves de colisoes com eletrons. 
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Alem disso, tambem foi determinada experimentalmente por Franck e Hertz a 
energia necessaria para ionizar os atomos, que corresponde a transicao do estad'o 
fundamental para o espectro contmuo; o valor de V f) correspondente e o potential 
de ionizagao, e concorda cum aquele inferido espectrosccoicaiiicule pelo limite de 
uma serie de finhas espectrais. 

7.8 As ©neissg de dm Broglie 

Em .1923, o ffsico trances Louis de Broglie, que estava preparandp sua tese de 
doutoramento, sugeriu uma serie de ideias especulativas, baseadas nos resultados 
ate entao obtidos para fdtons, na teoria de Bohr, e na analogia otico-rnecanica (Sec. 
2.11). 

Para os fotons, como vimos no tratamento do cfcito Compton, manifcstam-se 
efeitos que os caracterizam como particulas, mas que ao mesmo tempo dependem 
de suas propriedadcs rjuJutatarius, como a rclacao (7.13) entre a magnitude dc 
momento p do foton e o sen comprimento de orda X: 




(7.54) 



0 aparecimento de numeros inteiros na condicao dc quant izacao dc Bohr para 
as orbitas dos el6irons no atomo de H foi uma pista importance. Was palavras de de 
Broglie, 

"A determinacao do movimento estacionario dos electrons no atomo inrroduz 
numeros inteiros; ora. ale aqui os unicos fendmenos em que intervinham iiiteiros na 
ffsica cram os dc interfere. n; ia e modos noauais dc vibiacao. Csse fata me sugeiiu 
a ideia de que tambem os eletrons nao deveriam ser considerados somente como 
corputculoj mi. Li dc que dcvcr:a:ii c-rcr tissociado"* ecu- po/iodicldade". 

Assim, a contrapartida das propriedadcs curpusculares da luz. antes conside- 
rada como enda, seriam propriedadcs ondulatorias rJos eletrons. (mais geralinente, 
dc outras particulas). ate entiio tratados como eorpuscLilos. Por analogia com a (7.54). 
de Broglie postulou que o ::or<ivi- : ..vncr,T-j dc onda ai-soc.i.co j p£.nfca!as (nao :cli 
tivfsticas) de momento p = my, seria 




(7.55} 



que s;e chama o rnmf.nin.pmn dr. nnd.a dp tie Hmgli.p tin par^cjk 
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Qual sens o valor de X para eletrons de diferentes energias £? Para uni eletron 
livre nao-relatMsiico. a energia i puramenre cinetica: 




(7.56) 



Para urn eletron de 1 eV, temos: 

E = 1,602 x 10" 19 J , m = 9,109 x 10" 3i kg . h = 6,626 x 10" 34 J. 

o que da 

X (lcV) = 1,22 x 10" s m - 12,2 A 

ou seja 



% (eletrons) = 




(7.57) 



Assim, para urn eletron de 100 eV, tem-se X - 1,22 A , paia l(f eV, 1 = 0,122A; 
muito acima disso, ja seria preciso usar a energia relativistica. Por outro lado, para 
protons de 1 keV, seria 1 = 0,009A (devido a M p = 1836™, ). 

Os pequenos valores de X mesmo para particulas da escaia at6mica explica- 
riam por que as propriedadcs oitdulaturids Leriarri pasbKdu desaper.'ebidas. Corrfor- 
me obeervou de Broglie. e a mesma razao pela qual as propriedades ondulatorias da 
luz visfvel passam, normalmente desapercebidas, pennitindo que se empregue a 6ti- 

Durante a defesa de tese, Jean Perrin perguoton a de Broglie se as suas ondas 
poderiam ser detetarkts experiments nienfe.. \ resDosta de de ErogJie foi que isso 
talvez fosse possi'vc: fazendo cxpcriSncias dc difracao de eletrons por cristais. 

Sem que Perrin on de Broglie ^iiiinessem. i;i ex ■ st ■ ;-]iynns darins experimen- 
tais nessa ocasiao itidicativos do efeito, em experiencias no laboratorio de C. PL 
Davisson em N. York, de espalhamento de eletrons por ainostras eristalinas de ni- 
quel (foi urn antecessor dos laboratories da Bell). 
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Entretanto, efeitos muito mais claros apareceram nessas experiencias por aca- 
so, devido a um acidente ocorrido no laboratorio em 1 925: uma garrafa de ar Hqui- 
do explodiu, Ievando o alvo de m'quel a ficar oxidado. Para eliminar o oxido, o 
alvo foi submelido a urn tratamento termico que o transformou, de um agregado 
policristalino, em pequeno numero de monocrisiais. O resultado foi uma mudanca 
radical na distribuicao angular dos eletrons espalhados: aparcceu um pico intenso 
correspondentc a um angulc dc desvio de 50", para um feixe de eletrons de 54 eV. 



* feixe 
difratado 



Fig. 7.13 Difracao de eletrons 

Por difracao de raios X sabia-se que o espacamento D eritre Stomos de Ni na -su- 
perftcie era de 2,15 A. 

Se n feixe ce eletrons scire difracao de Bragg por uma famflia de pianos re-ti- 
eulares que forma um arigulo 9 com a superficie (fig. 7.13), o espacamento entre OS 
pianos e d = D sen 6, e a condicao de Bragg (4.89) fla, para m = 1, 

2rfsen^-ej =X= 2Z>sen9cose = D sen (2 6) (7.58) 



Mas 2.6 e o anguio de desvio (tig. 7.3), de modo que 

X = 2.15A sen50°= 1.65 A. 

ao passo que a (7.57) daria X = 1,6.6 A . Confirmou-se assim que o pico a 50° era 
devido a difracao de Bragg dos eletrons pelo crista! de Ni . 

Vimos na Sec. 4.1 1 que outra tecnica de difracao de raios X 6 o metodo dos 
pos cristalinos de Debve e Scherrer, em que o agregado de microcristais do po 
tem faces distribui'das ao * : acaso, Ievando a formacao de aneis conceniricos de 
difracao. 




7.9 A equajfe ^S^inyr pan, wudwsMdon^rioi 275 



Experifincias ciuilo^a.s de difracao de eletrons for am feitas em 1927 por G. P. 
Thomson, mostrando os aneis de difracao esperados. 30 anos antes, em 1897, o pai 
dc G. P. Thomson, J. J. Thomson, havia descoberto o eletron, tendo ganho o Pre- 
mio Nobel de 1906 pela identificacaa dos eletrons como corpus^ulos. Em 1937, 
juntamente com Davisson, G. P. Thomson ganhou o Nobel — por demonstrar que 
electrons sao ondas! 

Em 1929, 1. Esrermanti c 0, Stern demonstrnrani a difracao de particuias neu- 
tras: Stomos de He e moleculas de H?. verificando a validade da reiacao de de 
Broglie tambem neste caso. Posteriormente, foram feitas experiencias de difracao 
com neutrons, levando a tecnicas valiosas de investigacao da estratura de cristais, 
complemen tares a difracao de raios X. 

Vimus ate aqui os eventos rnais impcr:antcs que prcccdcrain a forrauiacuo da 
tenria quantica, correspondendo a "velha teoria quantica", desenvolvida durante o 
primeiro quarto deste seculo. A caractenstica principal dessa era foi a abordagem 
heuristica, fenomenofogica, procnrando encontrar aspeelos da nova dinamica do 
mundo atomico c subatonico de forma semi- empiric a . 

Embora tenria obtido alguns sucessos nutavcis, a veiha teoria quanlica tinha 
defeitos tmiito serios. Em primeiro lugar, era uma mistura extremamente arbitraria 
de ftsica dassiea com nonis postulados alheios e comraditdrius a ffsica classica. 
Alem disso, o modelo atomico de Bohr nunca pode ser extendido a atomos com 
mais de urn eletron "6tico", isto e, envoi vido nas traiisicoes que dao origem ao 
espectro otico: por ex., ao atomo de He. Mesmo para o atomo de H, conforme 
vercinos, a p./coi.cae da teoria de Bohr para o momcnto angular no est ado funda- 
mental (L = Ti ) e incorreta: o momento angular e nulo. 

Na avaliacao de Einstein: "Que essas bases incertas e contraditorias tenhain 
permitido a Bohr descobrir as leis que regem as linhas espectrais e as camadas 
eietrOnicas dos atomos, bem como seu sianificado para a qm'mica, pareceu-me co- 
mo urn milagre". 

&1 A equate de Schrddinger 
para estados estacieaarios 

Os trabalhos de de Broglie, antes da coniirmacao experimental dos efeitos on- 
du'.atorios aisociaccs :■. part'culas, niio hfiviain tido muita repercussao, "nas sua ini- 
portancia" foi logo reconhecida por Einstein. 

Em 1926, Peter Debye, que estava na Escola Politecnica Federal de Zurich, 
organizava, juntamente com Erwin Scbrodinger, seu sucessor na Universidade de 
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;hrodin- 
•Tsao da 



ZUrich, urn coloquio conjunto. Con vers;) :»do sobrs a teoria de dc Broglic 
daram que nao a entendiam, e Debye pediu a Schrodinger que preparasse um colo 
quio sobre esse tema. Foi a preparacao do coloquio que acabou Ie- 
get, poucos meses depois, a formulacao da mecanica ondulatoria, 
mecanica quantica. 

Schrodinger, que tinha uma exceleate formacao em fisica matemalica, preocu- 
pou-sc logo em encontrar uma equacao de ondas para as ondas materials, de de 
Broglie, comecando pelos estados estacionarios, ou seja. por particuias de energia 
E dada. 

Para particular tivres nao-relativislicas isso era bastante simples. Com efcito, 
nesse case, as relacoes de de Broglie implicam, como vimos, que a freqiiencia v da 
onda e seu ntimero de onda k = ?.tt./'a e.stae relacionados com a energia e o mo- 
menta da partfcula por 



ao mesmo lempo que se tern, pa 



(7.59) 



uma partfcula livre de massa r, 



(7.60) 



(a energia e puiamente cinetica). 

Por outro lado, a equacao de ondas monocrotnaticas de niimero de onda k 6, 



em tres dimensoes, 

|( A + F) ¥ (x) T7j 
ou seja, Uganda as (7.59) - (7.60), 



(7.61) 



A iff - 



ou, finalmente, 
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i - — AiiJ (s)= £y(x) (7.62") 

■2n | 

que c a tf.Ljuai.uu de SchrOdingsr estaciondrla para partfculas livres nao-relativisti- 
cas de massa m e energia E. 

Consideremos agora o problema nao-relativfstieo do movimento de uma par- 
ti'cula de massa m e energia E num campo de forcas, associado a energia potencial 
V(x), para □ qual 

\e = ^+V(x)- (7.63) 



O problema do atomo de hidrogenio, p. ex., e des.se tipo. 

Para obter a equacio das ondas de de Broglie nesse caso, Scnrbdinger apelou, 
como o proprio de Broglie ja fizera, para a anahgia otico-mecanica que havia ,sido 
descoberta por Hamilton. 

Vimnt na Sec. 7.1 I que. v. mijerora de uma partfcula de energia E dada num 
campo de forcas de energia potencial V(x), segundo as leis da mecf-nic.a elfusica. e 
identica a de urn raio luminoso num meio inomogeneo de indice de refracao dado 
pela (2.73), 




(7.64) 



segundo as leis da 6tica geometrica. 

Em seu primeiro trabalho de 1926, Scnrodinger argumentou: 

"Nossa niccamcr, d&ssica e :ah'ez complclan-icriic. -.ndlcga a diliea geometrica, 

e por islo falba e esta em dcsacordo com a realidade ... Portanto 6 prcciso estabelc- 

cer iima mecanica ondukuoria, c o metodo mais dbvio e a elaboracao de uma teoria 

ondulaidria a partir da analogia Hamiltom'ana". 

Sabemos (Sec. 3.1) que, para ondas dc numero de onda redtizido k 0 . num meio 

clc. md:ce de refraeao n, o numero de onda no meio e. k ~ nko . Logo, a equacao de 

ondas monocrornaticas (7.61) dcve se.r suhstitmda por 

[Ta + n 2 (x) kf\ y (x) = o| (7.65) 



onde k a 6 o numero de onda na ausencia do meio, ou scja. para pa-tfculas livres, de 
cicsniu energia (irequenck), dado, como na (7,61), por 
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CX prbriordnK dd teo-ie cuincica 




(7.66) 



As (7.64) e (7.65) dao entio 



0 - 




on seja 



(7.67)- 



que e a eq'-hicoo de Schrorfrngt"- car:; cstadcs esincioriurios c;e inerffia F ::o pre- 
senga da enervja potential V(x), generaiizacao da (7.62). Para o atomo de H, p. 
ex., seria 



Nao basta, enrretanto, fcrmular uma equacao de oiidas. E precise que saibainos 
como inlerpreta-la. A que correspondem a amplitude e a intensidade da onda 1 ? Qual 
e a rclacao entre a onda e a partfeula a ela associada? 

G problema da interpret actio t;!mbem esta relacionado com as condicdes que 
devem Ser impostas as Solucoes da equacao para que scjam fisicamente aceitaveis, 
em . particular as condicoes de contorno que devem ser satisfeitas. 

Trata-sc precisiarner.te ce fcrxular os novos concedes ffsicos associado* a es 
eala atomica. Esse e urn problema akamsnte U3C-ui\i<d, e ainda k;ic, uais de meiu 
seculo apds a formulacao de teoria quaniica, alguns aspectns mais sutis continuam 
sendo elaborados (sec. 10.8). 

Deixdiidu de segai:- a cvDiucaij histdrica, vamos iiborder a formulae; ao dos 
principles e concedes basicos da fisica quantica no proximo capi'tulo. 



(7.68) 
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PROBLEMAS 



1. Para verificar se o eonceito de foton e relevante no eleiromagneti smo mi- 
cro scop it o. considers uma estacao dc radio que transnnx m frequencia de 1 MHZ 
e com uma potencia Total emitida de 5 tW. (a) Calcnle o comprimento de onda das 
ondas de radio cmitidas. (b) Caleulc a energia corre spender: lc dos iorons, cm eV. 
(c) Quantos totems sao c-rnitidos por segundo? 

2. 0 comprimento de onda correspond ente ao limiar para que ocorra o efeito 
fotoeletrico no aluinfnio e de 2.954A. (a) Qual e a funcao de trabalho do A.1 (em 
eV )'? (b) Qual e a energia cinetica maxima dos eletrons ejetados do AI por luz 
ultraviolets de comprimento de onda de 1500A? 

3. Urn foton de 100 MeV colide com um proton em repouso. Calcule a perda 
maxima de energia. que o foton pode sofrer. 

4. Relactone a direcao <p de desvio do eletron de recuo no efeito Compton 
(Sec. 7.4) com as freqiiencias v 0 e V dos fotons incidente e espalhado e o angulo 
6 de es pal ham en to. 

5. Um foton tie raios X de hj = 3 A e espalhado por um eletron livre em 
repouso, sendo desvtado de 90°. Qual € a energia cinetica de recuo do eletron (em 
eV)? 

6. Um positron de momento p colide com um eletron em repouso, levando o 
par a aniquilar-se cm dois .Colons, cujas direcoes de propagiicau fonnam um angulo 
0 uma com a outra. Demonstre que a soma dos eomprimentos de onda dos dois 
fotons e igual a 1c ( I - cos 9), onde X, 6 o comprimento de onda Compton do 
eletron (observe que o calculo e semelliante ao do efeito Compton). 

7. Em 1965, Hoglund e Mczgcr observaram, com um radiotelescdpio, uma li- 
nha espectral de emissao de freqiiencia 5.009 MHz. ta) Mostre que essa linha cor- 
responde a uma transicao entre dois mveis de Rydberg do aiomo de hidrogenio, n 
-HO c n - 109. (b) Qual e o raio da orbita de Bohi n - 110? 
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8. Para verificar o possivel efeito de correcoes relativlsticas na teoria de Bohr 
do atomo de hidrogcnic, pode-se calcular a razao v/c, onde v e a velocidade do 
eletron no estado fundamental do atomo. Mostre que 



onde a 6. chamada de constante de estrutura fina. Mostre que a = i /137, de modo 
que v/c < 1% . 

9. No tratamento do modelo de Bohr do atomo de H na Sec. 7.7* o nucleo 
(proton) foi tratado como se tivesse massa infinita em repouso. Na realidade, o 
eletron e o nucleo se movem em torao do centro de massa do sistema. (a) Mostre, 
levando em conta esse efeito, que ele corrige a constante de Rydberg por um fafor 
de M/(M + m), onde M e a massa do nucleo. (b) Considere o espectro do deuterio 
(isdtopo do hidrogenio de massa 2). Qual e a variacao percentual de comprimento 
de onda entre uma linha do espectro do H e a linha correspondente do espectro do 
deuterio? 

10. Considere um oscilador harmonieo bidimensionaL de energia 



onde r 6 a distSneia ao centro e (0 a frcqLicncia angular do oscilador. Para orbitas 
circulares, aplique a condicao de quantizacito de Bohr e obienha os nfveis de ener- 
gia. Qual seria a frgquencia da radiacao emitida noma transicao entre dois nfveis 
vizinhos? 

11. Considere uma molecola diatomica formada por dois atotnos identicos de 
massa M (ex.: Hi , O3 , ... ) e separaciio r 0 . A molecula pode entrar em rotacao 
(como um haltere) em torno de um eixo que passa pelo seu centro, perpendjcular 
ao segmento que liga os dois aromos, tratado como uma barra ngida. (a) Aplicando 
a condicao de quantizaeao de Bohr, calcule os nfveis de energia rotacional da mo- 
lecula. (b) Para a molccula de H 2 , calcule a energia (em eV) do primeiro ravel 
rotacional, tomando r 0 = 0,74 A. 
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12. Calcule o comprimento de onda de de Broglie associado as seguintes par- 
tfculas: (a) eletron de energia igual a 10 MeV (relativfstica!); (b) neutron termico 
(a temperatura T= 300 K). 

13. fluminando-se sucessivamente a superffcie de um metal com luz de dois 
comprimentos de onda diferentes, h e X% encomra-se que as velocidades masimas 
dos fotoeletrons emitidos estao relacicnadas por: v,, mas = av 3 . miu . Demonstre que 
a furujao de trabalho 6 dada por 

(a 2 L k,)h< 
(a 1 - l) X s X 2 



14. Um atomo de helio uma vez ioaizado, He T , tern um espectro analogo ao 
do hidrogenio, mas sen niicleo tern o dobrc da carga do de hidrogenio. (a) Desen- 
volva a teoria de Bohr para o He + , caiculando os niveis de energia £„ em funtjao 
das constantes ffsicas e, m, c, h, to, (b) Calcule a energia de ionizajao do He 4 ". 




principios 
bAsicos da 
teoria quantica 

Sol ft. dualidade onda— parficula 

Vimos ao longo deste curso como as teorias sobre a natursza da luz evo- 
luiram de uma teoria corpuscular, capaz de explicar leis basicas da otica geome- 
triea, a teoria dndulatoria, que explica os efeitos de interferSncia e difraeao da luz. 
Por outro lado, as teorias do efeito fotoeJ&rico e do efeito Compton voltaram a 
apontar para caracterfsticas corpus err lares da hrz, levando a introducao dos fotons 
como "partfculas de luz". 

Para os eletrons, considerados como particulas desde sua descoberta, a confir- 
macao experimental das conjecturas de de Broglie demonstrou efeitos de difraeao e 
interferSncia canicteris tic amen te ondulatorios. 

Como conciliar concertos tao diferentes como os de onda e partrcula? Durante 
o periodo em que isso estava sendo iemado, Wiiiia-n Bragg chegou a descrever a 
situacao nestes termos; "Os eletrons se comportam como particulas as segundas, 
quartas e sextas e como ondas a^ leicas, quints e siibados." Aos dumirigos, presu- 
mivelmente, os fisicos descansariam do esforco de terttar compatibilizar os dois 
comportamentos. 

Procuremos definir de forma mais precisa o comraste eritre "comportamento 
ondulatorio" e "comport am en to corpuscular" analisando o experimento de Young 
de duas fendas (Sees. 3.1 e 3.2) em termos dos conceits classicos de onda e de 
particula. 
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(a) Experimento de Young com ondas cldssicas 
Vamos pensar em ondas classicas como ondas "macroscopic as" num meio: por 
exemplo, ondas de som rta atmcsfera. As ondas. produzidas por uma fonte siificien- 
temente pequena para que possamos trata-Ia como puntifonne (fonte coerente). in- 
cidem sobre um par de aberturas num anteparo opaco e sao detetadas sobre urn 
anteparo de observacao por um deteror mdvel que varre o anteparo (por exemplo, 
um microfone acoplado a am altofalante). 




Fig. 8.1 Experimento de Young com ondas 




Se apenas a fenda I estivesse aberta, a intensidaoe do som detetada s 
h (x) (fig. 8.1); analogamente para 2. sendo 



onde tp(i) € a amplitude da onda sonora (fungao de onda). A experiencia de Young 
mostra iriterferencia, on seja: corn 1 e 2 abertas, a intensidade observada e 



\'n(*)=\<t 1 (*)+<h(?)f =',+ h + ijhh 



onde A e a defasagem entre as duas contribmcoes [cf. (3.11)J. 

— Logo, em geral, In * h t / 2 ; em particular, se I\ = h = I 0 , a intensidade 
resultante In pode variar, de 0 a 4 7 0 (com valor medio 1 h ), conforme a inter- 
ferSncia seja destrmiva oa construtiva. 
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— Assim, se fscharmos oraa das fendas, a inreiisidade num ponio x do an- 
teparo de observacao pode diminuir. mas tambem pode aumentar. 

— Se formos gradualmente diminuindo a intensidade da fonte sonora, as fran- 
jas de interferencia vao diminuindo proporcionalmente de intensidade, de forma 
continua. 



(b) Experimento de Young com particular cl&ssicas 




Fig. 8.2 Experimento de Young com pariicuias classicas 



Para simular uma fonte punliforme, que emile isotropicamente em todas as 
diregoes, vamos imaginar uma metralhadora gimioria F que dispara balas varrendo 
direcoes ao acaso (supondo tambem que as balas possam rieochetear, emergindo de 
cada fenda segsmdo urn conjunto de direcoes). Para simular uma fonte e-stacionaria, 
de intensidade constante, supomos que a taxa de disparos (n° de balas/unidade de 
tempo) e constante. Um detetor D, por esemplo, uma eaixa de areia, varre o an- 
teparo de observacao e registra a probabilidade P(x) dx de encontrar uma bala 
entre x e x 4- dx no anteparo (razao do numero de balas detetadas neste intervalo, 
por unidade de tempo, a taxa de disparo). 

Sejam P ( (x) e ft (x) as distributees encontradas quando somenle 1 ou so- 
mente 2 (respeetivamcnte) esta aberta. Supomos que as balas (partmulas) riao po- 
dcin frag men tar-se, ou seja: 

— Nao pc-demos detefa:" iimi! jrnrfw de bala 

— Cada bala passa ou pela fenda 1 ou pela fenda 2, e esses evenios sao inde- 
pendenies e mutuamente exclusivos. Logo, a distribuicao P t2 observada com ambas 
as fendas abertas e 



286 -rei-pss siisE iiscr s slS--;; 

^ 0 0 = 0 0 + 4(*)j (8-3) 

— Se fecharmos uma das fendas, como P, > 0 e P_> > 0, a distribuicao 
P12 (.t) so podc diminuir. cm cada ponto A. 

— Se formos diminuindo a taxa de disparos, as balas continuatn diegando 
uma a uma ate o anteparo de observacao, distribufdas em pontos x ao acaso, apro- 
ximando-se da distribuicao (8.3) apos um tempo de observacao suficientemente 
grande. 

(c) Experimenio de Young com eletrons 
Experimentos do tipo do de Young com particular atomicas on subato micas 
sSo muilo diffceis de realizar. devido a escaia. grau de monocromaiicidade dos fei- 
xes e outros requisitos neccssarios. Entretauto, os efeitos a serem descritos ja foram 
observados com eletrons e outros tipos de particulas. 




Fig. 8.3 Experimenio de Young r.nm s!s!rr-n; 



A fonte F de eletrons pode ser um filamenio aquecido. O detetor poderia ser 
um contador Geiger, que contem um gas num campo eletrieo proximo ao valor 
disruptive) que produziria uma descarga no gas. A passagem de um eietron, pela 
ioaizacao que gera. provoca um efeito de avalanche, que amplifica o efeito ao Qivei 



Com eletrons: C. Jonsson, Z Phys. 161, 454 ( 1 96 1 ): Am J. Phys 42, 4 (1974). 
Com neutrons frios: A. Zeilinger m oL Rev. Mod. Phys. fill, 1(167 (1988). 
Com Amnios; O. Carnal e J. MEyuek, Phys. Rev. Lett. 66, 2689 ( 199 1). 
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macroscdpico, produzindo a descarga (a corrente associada pode ser usada para 
gerar urn sinal aciistico, por exempJo). 

As caracten'sticas observadas sao as seguinies: 

(1) (.) deielor so rc-gisira. rmmeros lnleims de eietrons, nunca uma fracao de 
eletron (como para pariicidas classicas). 

(ii) Para uma fonte de eletrons suficieritemcritc fraca, podc-se fazer cum que ot 
e : cr.rnns chegnem inn a \jm. Nesse rssn 7 el^s ;:hegn-n en pontes x di.strihutdas ao 
acaso, como no exemplo da metralhadora girat.dria (particuias classicas), e pode- 
mos medir a distribuicao de prohabilidade Pj (x) correspendenie a te:" s6 a fenda j 
abcrta (j - 1,2), bem como a distribuicao P\- 2 Car) com as duas fendas abertas. 

(iii) Acumulando as contagcns de uma fonle muito fraca durante urn tempo 
longo, obtem-se (para eletrons suficientemente monoenerHeticos) fix.-ijas de iuU'r- 
ferencia em Fi? 



coin uma figure de inierferencia idemic.a a de ondas classicas. 

(iv) Fechando uma das aberturas, Pn{x) tanto pode diminuir como aunientar, 
dependendo da posicao x {como para ondas classicas). 

As prcpriedades (i) c (ii) sao caractensticas de particuias classicas, e (iii) e 
(iv) sao caraclensticas de ondas classicas. A unica conciusuu possfvel e: 

Ch eic'troin (? ontras panfcidas armrAec.s e subo.iorrJ.cas, inclusive o fototi) 
nao sao NEM particuias classicas NEM ondas classical; (cmbora inostrcm alguinas 
das propriedades do ambas); 

Entrefanto, o fate notavel, qtie pods set inferido pela analogia entre a figura dc 
interferencia dos eletrons e a das ondas soaoras, 6 que exists uma f wis do de onda 
Y (x) tal que, se yj (x) e o sea valor quando so a fenda j csta abcrta. 



p n * P\ + F i 



(8.4) 



fl(x)=| Vl (,)f ,P 3 (x)=| V2 (x)- 




(8.5) 
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§ 0 2 A int«rpr*lafdo probabilistic^ 

Jdentificando ifW com a funcao de onda de Schrodinger das ondas de de 
Broglie, a l'8.5) implies que a interpretacao ffsica de e como uma amplitude 

de probabiiidade, oil seja que 

Lp(i)d* = |v(ic)f ( 8 - 6 ) 

e a probab:lic.f.ce de encojiirrir <i p.-irficud:; entre jc e x + dx (detecao ao longo da 
direeao x descrita acima). Essa inlerpretacao fisica foi proposta per Max Born em 
1928 e valeu-lhe o premio Nobel em 1954. 

O fate de que amplitudes de probabiiidade podem Inierjerir e propagar-se 
como ondas e ex t re ma men Lc peculiar. A interferencia encontrada no experiments 
de Young com eletrons, por exemplo, e incompalivel com a ideia de que o eletron 
tern de passar pela fenda 1 ou pela fenda 2. 




Fig. 8.4 Observacao da fenda pe.a cual um eletron passs 



Para verificar is^o dn^camente. consideremos uma variante (altamente esque- 
matizada) da experiencia descrita, em que procuraremos verificar por qual das fen- 
das a eletron passa. Para isso, iluminaremos as fendas cora uma "iampada" L e 
procuraremos observar luz espalhada peto eletron (fig. 8.4) por ocasiao de sua pas- 
sagem. Como particula carregada, a eletron espalha a luz, e podemos verificar 
(tisando um circuito de coincidencias) sc o "flash" de\;do a sua passagem provem 
da fenda 1 ou da fenda 2. Para tomar a identifi cacao possivel, podemos reduzir a 
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intensidade do feixe de eletrons a um valor tao baixo que passa somente um eletron 
de cada vez. Por outro lado.'e preciso que a luz seja wuficientemente intensa para 
que tenhamos certeza de que todus os eltiruas sao observudos (sao acompaiilLados 
de "flashes"). 

Se fizermos a experiencia nessas condicoes, verificaremos que os eletrons que 
passam pela fenda 1 tern urna distribuicao de probabilidade Pi (x) (como seria de se 
esperar), e os que passam por 2 tem Pi 00 . Todos os "flashes" de luz provem ou de 
1 ou de 2; nunca se observarao "flashes" vindo ao mesmo tempo de 1 e 2 devidos 
a passagem de um eletron. E quanto vale Pu (■*)? Como as observacoes foram fcitas 
com as duas fenda* aberUis e iudus os etetrons foram observados, apenas agru- 
pando-se conforme a fenda pela qual passam, sera 



| (*) = Jj ( j)+ P a (jt) I (8.7) 

ou seja, ao observarmos por qual fenda o elstron p:issa. demiamos a inierferincia. 

Por eonseguinte, a maneira pela qual se fa- a obtervacao no. escala micros- 
copico (alotnieu ov. subcUomiea) pode afc.tar drusticamente os resultados. 

Na fisica classic;!, o processo de observacao tambem perturba os resultados, 
mas esta pcrturbacao pode scr levada em conta e pode ser redu?.ida, em principio, 
a um nivel arbitrariaments pequeno. 

No presente esemplo, a pcrturbacao prove in do cspalhamcnto de luz pelo ele- 
tron. Nao sera possivel tambem reduzir o seu efeito? Ha dois parametros que pode- 
mos usar como controles para ia^o: a \mer-.sidade d: : . luz s <:■ ^eu comprimemo da 
onda (supondo-a monocromalica). Classica:iienie, diminuir a intensidade eqiiivale- 
ria a diminuir a interacao com os eletrons. Entretanto, a dualidade onda-particula 
tambem se aplica a luz: ela 6 formada de fdtons, e reduzir a intensidade equivale a 
diminuir o n." de fdtons i>ictat"iies por uniJadt de tempo e de area, sem alterar a 
interacao de cada futon com o eletron. 

O resultado e entao que diminui a probabilidade de que o eletron encontre 
um foton ao passa:, ou seja, a probabilidade de espalhamento toma-se < 1 (antes, 
supdnhamos que era - 1 : havia ttm t'oton espalhado na passagem de cada el6tron). 



[in esnsrin-ieiEi squivaler.re ; ests foi realizadnpor X. Y. Zou, L. J. Wans 2 1.. Maude!, Phys.Rev.Le.il 
67. 3H \ mV), para rotor*, pern. Burks ,zt al., Nature 291, H7\ (ISfji, para ck : irony 
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Havera entao dois tipos ds eietrons nas observacoes: os de "tipo A", cuja de- 
teccao esta associada a observacao de inn foion espalhado [com probabilidade 
Pi (x) para os que passam por 1 e P 2 (x) por 2], e de "tipo B", que foram detec- 
lados sem espalhamento de luz assoeiado, de forma que nao podemos dizer se pas- 
sarara por 1 ou por 2. 

Pata os eietrons de tipo A, a disrribuicao de probabilidade continua seudo da- 
da pela (8.7). F.ntretanto, para os eietrons do tipo E, apare.ce o termo de i nt erf e ren- 
du, on seja : so interfcrem as amplitudes de probabilidade assoeiadas aos eletrom 
para os quais nao se pode detertninar por que fenda passaram. 

Podemos porem reduzir a perturbacao devida ao espalhamento de luz, man- 

tendo a sua intensidade suficientemente elevada par;, garantir que t;v_los OS eietrons 
que passara dao origem a um "flash" de luz espaLhada. Basta para isso diminuir a 
energta de cada foton, o que, pela relajao Einstein E = hv. equivale a diminuir 
V; on seja. aumentar o comprimento de onda X da loz. 

Verifica-se entao que, para k suficienrememe <irande T reaparecem os efeitos de 
interferencia, mesmo com luz de intensidade elevada: isto acontece quando X e da 
ordeui da dislancia d eulre as daas .endas. Mas. devidj as pi jpiiedades undula- 
idrias da luz (poder separador), nao podemos localizar uma para'cula. usando luz 
de coinpnmerito de onda X, com precisao melhor do que L Logo, uessa situacao, 
nao podemos mais saber se a luz espalhada provem da fenda 1 ou da fenda 2! 

O resultado dessa "conspiracao da ISatureza" e que amplitudes de probabili- 
dade associadas a dims possibilidades diferentes (fenda 1 on fenda 2) interferem 
quando new e passive! saber qua! das duas foi se.gnida, p. nao inTrrfp.rem quando e 
possivel dhtingui-las. Camirdi-j, ir.dist'm^mveh interferem. 

Vemos as5iin que, ua escala quantica, o processo de observacao pode ter uma 
influencia decisiva no resultado observado. Con forme foi observado por Dirac. isso 
permits definir, pela primeira vez na fisica, uma escala absoluta de lamanho, em 
que '"graride" e "pequeno" deixam de ser apenas conceitos relatives. A escala ato- 
mica e subalomica e pequena no seutido absolute de que nela se encontram limi- 
tacoes absolutas as possibilidades de observacao: neste searido, os objetos ato- 
micos sao "frageis". e e preciso sempre especificar de que forma estao sendo 
observados. 

A medida dessa escala 6 introduzida atraves da constaute de Planck h: uma 
acao e "grande" quando e » ft, condicao necessaria para que uos aproximemos do 
nivel macroscopico. 
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Poderiamos perguntar, por exemplo, por que nao se observam interference as de 
Young com balas de metralhadora (Sec. 8.1(b)), uma vez que estas tambem devem 
ser descrilfveis pela flsica qualities. 

Teriamos de admltir. para comecar, que e possivel criat urn feixe monoener- 
getico de balas, todas coin a mesma velocidade v. Qua] seria o comprimenlo dc 
onda de de Broglie uorrespondente? Se tomarmos in = 1(1 g e y = 500 m/s 

h 6,63 X H)" 34 , . , n _34 

X = — r m - 1,3 x 10 m 

mv I(r z x5xl0 3 

de modo que as oscilacoes da Tigura de inierferencia — se fosse concebi\ ; el pro- 
duzi-las — ocorrcriam numa escala lotalrnenLe macessfvel a resolucao de qualquer 
detetur iiiia^inavel, senuc puis inuliservaveis. 

Outro fator que contribui para a nao-observacao de inierfereiicias ao nivel ma- 
croscopico (o efeiio conheeido como ''descoeiencia") scri discatido na Sec. 10.8. 

8.3 Estados de polarizacao da luz 

Para introduzir os conceitos e os principles basicos da teoria quaniica, urn 
exemplo parti cularmcnte adequado, pela sua simp lie i da de, e o da polarizacao da 
luz,. A razao disso e que, classicamente. a polarizacao de urn feixe pode ser descrita 
em termost de um pequeno niimero de variaveis: a descricao quantica sera tambem 
entao bem mais simples do que a da posicao de uma part tenia, que pode assitmir 
uma infinidade continua de valores. 

Classicamente, como vimos na Sec. 5. 3, o estado de polarizacao de uma onda 
plana monoeroinatica de inieusidadc c dirccao dc prup-^^cSo dadas fica detcrmi- 
nado por dais parametros: a razao b/a das amplitudes do campo eletrico em duas 
direcoes ortogonais (num piano ± a dirccao de propagacao) e a defasagem 5 entre 
essas componentes [cf. (5.29)]. 

Procuraremos descrever quanticamenle apenas a pufo.rizacao dos fotons, sem 
nos preocuparmcs com sua energia (freqiiencia) e dirccao de propagacao (ou seja, 
com a dependencia de x e t). Vamos cousiderar primeiro estados de polarizacao 
linear. 

Vimos na Sec. 5.8 o conceito de umfiltro de polarizacao. Um filtro de polari- 
zacao linear, usado mu-.-j ;j('hni.,ador, so deixa passar luz de polarizacao linear 




]. 3.5 Filtros dc poiarize^ao 



sirlaLle rta Iuz pn 
pela lei de Malm 



□unit Jiidii direct (eijce do filtro). Se to- 
rnarraos a direcao de propagacao como 
eixo 7, a direcao de polarizacao linear 
produ2ida pelo filtro pode ser cgracteri- 
zada pelo angulo 9 que faz com iima di- 
recao fixa no piano transversal, por eiem- 
plo, a direcao x (fig. 8.5). 
Podemos usar mn filtro identico como a- 
nalisador, para detetar a polarizacao. Se 
o eiso do anaJisador forma um angulo 
tp com a direcao de referenda x eie so 
dcixara passar uraa fnicao /Y/u da intcn- 
ite do polarizador, onde para um filtro ideal, e dado 



:§.§) 



Passara toda a intensidade se os eixos estao alinhados (6 = (p), e ela sera toda 
bloqueada se estiverem cruzados ( 9 - <p = ±n/2). 

Como descrever esses resultados em termos de fotons? A polarizacao linear 
define a direcao de oscilacao do campo eletrico. No efeito fotoeletrico, e o campo 
eletrico que atua sobre os eleirons: com luz linearmente polarizada, a direcao de 
polarizacao e a direcao preferential em que os eletrons sao ejetados. Ha evidencia 
experimental de que isso vale para cada fdton incidente, ou seja, num feixe dc luz 
linearmente polarizado, cada fdton tern a menma polarizacao linear. 

Sabemos que a intensidade do feixe e proporcional an fi.dme.ro d>> ffitrms. Lo- 
go, a (8.8) deve representor afracao do niimero de fotons incidente sobre o anali- 
sador que 6 transmitida por ele. Mas □ que aconiece com cada fcjton incidente? 

Nao pode ser transmitida uma fracao de foton: ou ele passa ou nao passa. 
Logo, a linica forma dc interpretar a lei de Malus (8.8) e que ela da a probabili- 
dade de que um foton linearmente polarizado na direcao 6 atravesse um analisadoi 
com seu eixo alinhado na direcao qj. 

Vimos na Sec. 2.2 que um probiema semelhante existe na interpretacao cor- 
puscular da existSncia de reflexao e transmissao parciais na interface entre dois 
meios: um corpusculo que atinge a interface e reflet ido ou transmitido? (foi para 
resolver este probiema que Newton propSs seu modelo dos "acessos" de facil re- 
flexao ou faci! transmissao). 
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Classicamente, dizemos que urn sistema se encontra num estado bem definido 
quando conhecemos a maxima injormaccio pas-shed a sea respeito: por exemplo, 
para uma partfcula de massa m, o estado c'.assico e definido pela posicao x e ve.lo- 
cidade v (ou ir.air.pmi-) p - m v). 

No mesmo sentido, diremos que o estado quuntivo da polarizacao dc um foton 
fica bem definido quando sabemos que ele e linearmente polarizado numa dada 
direcao ( 9 on 9 . porexemplo). Podemos dizcr cntao que o polarizador, na expe- 
riencia acima descrita, prepam fdtons no estado de polarizacao linear 9. c que, 
apos atravessar o analisador, um f6ton estara no estado dc polurizuctiu linear cp. 

Cneganios assim a seguinte eonclusao: a pmbabilidade. de cue um foton pre- 
parado no esio.do de polarizacao linear 6 passe por um analisador que seleciona 
totems de polarizacao linear (p e 

I P(<f,Q) = cos 2 {6-(p) j (8.9) 



Nao e ppssfvel predizsr com ceriszc o que acontece com um foton, exceto para 
cp = 9, quando P - 1, e para <p = 9 ±jt/2, quando P — 0. 

Podemos tomar entao como amplitude de probabllidade assoeiaca a esse pro- 
cesso 

i cos (9 — <j>) = cos i0 cos (p + sen 0 sen (p I 



o que tambem podc scr escrito como um produio dc fa:crvs asscciades a 3c 
(p separadamente (ou seja, aos estados de polarizacao do foton incidents e do foton 
transmitido), da .seguinte forma: 



cos (9 - <p) = (cos <p sen cp) ° S j (8A0) 



onde estamos usando algebra de matrizes para a multipli cacao de uma matriz Unha 
( cos cp sen tp ) por uma matriz coluna 

8„4 Veto res de estado 

Sabemos pela algebra linear que uma matriz coluna pode ser considerada co- 
mo um vetor num espaco vciorial linear; para uma matriz de dois elementos, este 
cspago ten: dimensao = 2, c um estado geral de polarizacao linear e entao repre- 
scntado pelo vetor coluna 




' \4 + hf - 1 (8-11) 



onde esta ultima condicao, chamada de condicao dc iiormalua-juCK corresponds 
neste caso ao fato de que tern de set P ( 6 , 6 ) - I |cf. (8.9)]. 

Vcrcmos logo que essa representa^ao se aplica nao so a polarizacao linear, 
mas a qualquer esiado de polarizacao (no caso geral, elfptica) do foton. Entretanto, 
part represesUar a caso geral. c necessario que c\ e c 2 possam tomar valores com- 

pfao.V. 

Com efeito, vimos que o estado geral de polarizacao depende de dots para- 
metrps reais. Se C\ e Ci sao complexes, temos a disposicao 4 paramerros reais, mas 
que tern de obedecer ao vinculo de normal izacao, deixarido 3 parainetros reais li- 
vres. Mas, se rmiltiplicarrnos C] e c 2 por urn /ator ^/e /aje arbitrario e "", isio nao 
altera as probah ilida.de s, que correspondent a modulos ao qaadrado de amplitudes 
de probabilidade: Iol'o. a i'ase ab>uiuia de C\ e a pode ser alterada, desde que nao 
se altere a diferenca de j'as& s:r.v± esse!, doii numeros coir.plexos [como na onda 
classica (5.29)]. Sobram enlao precisamente dais parametros reais arbitrarios, con- 
lirmando a necessidade de c, e a serem complexes para descrever polarizacao 
geral. 

Vamcs utilizar uma notacao devida a Dirac para representar o vetor coluna 
associitdn ;i polarizacao linear 9: 



que chamaremos de vetor de estado correspondente a essa polarizacao. O vetor 
Jinha da (8.10) sera representado por 



I (<p| = (costpsencp) j 



l.sc 



(8.14) 



correspondendo ao produto escaiar desses dois vetoes . Dirac chama I . . . ) de "kel" 
e { . . . I de "bra": o produto escaiar {...!...) e entao urn " bracket" (colehete de 
Dirac) c a (8.9) se escreve 
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y».«)° frle)f] (S,5) 

No caso geral, em que as componentes tem da ser complexas, o vetor linha asso- 
eiado ao vetor coluna (8.11) e definido por: 

j (8-16) 

onde o asterisco indies o complexo conjugado. O praduto escalar e definido por 



1 (a | h) = (a,* alj ^' j = a* &, + at & s ; (8.1 7) 



Em particular , a norma II [ c) II e definida coma 



|j|4f =(c|t) = hf- f |cf (8-18) 

que tem de ser = 1 pela (8.11). Se {alb} = 0, diz-se que Id} e \b) sao orto 
ganais. 

Chegamos assim a seguinte regra basica: 



Regret I: O esrudv quantico de polarizaciio de urn foton (de luz 
'.r.onocrainatk.a, numa dada direcao de propagarido) € represtutudv 
peio vetor dfi p<fada nnrnmlizado 



|c> = [^.c„m|i|01 2 =(c|<:> = li < 8 -"i 



Nao-iin'ic.idade da represamacuo 
A represeuLaeao ndu e univoca. Por exemplo. o vetor de estado de polaiizacao 
linear na direcao 9 pode ser reprexeBtado igualmente por 



* A norma lem de ser realc nao ne^aiiva. o <ji.se requer s eo:ija:ii_'£;-, complexa na (%. 16). 



296 Principles ois.ce> db ck™ q.. 



■ 




(8.20) 



Com efeilo, iiso da 



(<p|e) 



1 



4i 



(: 



1 



_ I L'(e-<D) + e -/(o-<3) 



- cos (0 - cp) 



(8.21) 



que e o mesmo resuitado (8.20), prcscrvando u norma]i?acao c a probabilidadc 
(8.9). Podemos tambSm multiplicar ambas as l; omponeriT.es por ura mesmo fator de 
fase arbitrario, como vimos. As d if e rentes representacoes correspondem ao mesmo 
vetor de estado, da mesma forma que o mesmo vetor c representado por compoaen- 
tes diferentes ern diferen:es si>tcmas de coordenadas (Sec. S.7). 

S.5 ©hservncao binaria. Polarlzacao circular 

Ao fazer um foton passar por um analisador com eixo orienlado na dire^ao 
<p estamos obserxandn a polnrizcc.ao linear da foton nessa direcao. (i) Essa obser- 
vaeao so tern dois rcsidtcdos possiveis: o foton passa ("slm") ou nao passa ("nao"'), 
que podemos codificar, em linguagem binaria, pot 1 ("Sim") ou 0 ("nao"). Alem 
disto, {ii} sc> exixte um. estado para o qual c re.iv.ho.de e. con\ curtazo. "sun": o 
estado l<p). Uma observacao que satisfaz as condicoes (i) e (ii) sera chamada de 
"nbse.rvarrin hintiria ". 

Para um foton preparado num estado de pclarizacao qualquer, sd podemos, em 
ge.ral, predj/ftr -a probobilidnde de que passe pelo analisador, e inferimos da (8-15) 
a segunda regra basica: 

Re gru II: St: am foton e preparado num eslado de polurizat.uo I a ), a 
probabilidade de que seja observado com polarizatida : h ) v.umc, nb.s?r- 
vacdo bindria imtdiatamente posterior e' 



Em particular, isso da a justificativa geral da condicao de normaltzacao, pois 
P(a,a) tern de ser ~ 1. 



p (M=IC-l°)T 



(8.22) 
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Para que a (8.22) possa representor uma probabilidade. seu valor tern de est.nr 
entre 0 e 1, o que decorre da berrj conhccida desiguaido.de de Scliwarz (Probl. 8.1): 



C8.23) 



Luz circularmente polar izada 

Resulta da representacao da Sec. 5.3 de luz circularmente polarizada que a 
intensidade de umfeixe circularmente polarizada, ao passar par urn analisudor de 
diregao <p, sempre se reduz a meiade, qualquer que seja <p, ou seja, a probabilidade 
de pasKsge.rn de nin frifnn nirr.it larmp.nte palnrizado e — i- independents de cp. 



Logo, se representarnios o vetor de estado correspondents por I c) = 
(8.22) da 





- jcosip c, -i-sentp c 2 \~ = (cos ip q + sen 9 c^jcostp c, + sen (p c 2 



cos 2 ip j^j +■ (c* c 2 + 4 q )cosq> 1 



n 9 + sea 2 9 |cjf =y.Vcp (8-24) 



Em particular, tomando 9 = 0 e 9 = — , obtemos 
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q, c 2 + 4 c, = \ [ + e-""-») = cos (a - %) = 0 

o que da j3 = a ± — (mod. 2ti). Escolhendo convenientemente o fat or de fasc arbi- 
trario, temos portanto duas solucoes possfveis: 




(3.25) 



que correspondent as duas polarizagoes circu lares independentes (esquerda e direi- 
ta; cf. fig. 5.2). 

8.® ©feserwoveis 

Que .grandezas sao obser.vav.eis na ffsica quantica? Uma grandeza que pode ser 
medida, como a polarizacao linear de urn fdtoii nu:na uaJa dirccto, e otservavcl. 
mas o resultado de uma medida nao precisa ser = 'sirn" on " nao", como numa ob- 
servacao binaria. A eoergia de urn foton, por exemplo, e uma grandeza observavel, 
e o resultado pode ser qnaiquer numero real £0. Por outro lado, e condicao ne- 
cessdria de observabilidade que o resultado da observacao seip. uni n.umcro real. 

Vamo-nos limitar, por enquanto, a grandezas A qut >.a podem tomar urn n&- 
me.ro finite tie ^a/ores, ou seja, tais que os resultados da observacao do A podem 
ser os numeros reais a^ , a 2 .....a„. Vamos supor tambem. de imcio. que exists urn e 
urn so estada quantica lej) para o qua! A toma o vular a } ij = 1, 2 n). 

Podemos eatao defiulr como E jk a observacao binaria que responde a pergunta: 

Ej k : 0 valor de A no esictdo I e, ) e a k 2 

Para ver que se trata de uma observacao binaria, basta notar que so ha duas 
respostas possiveis: "sim", se j - k, c "nao : ' para j±k, e so existe urn estado, I e ; ), 
para o qual a'resposta e "sim". 

Logo, peia regra 11, se urn foton for preparado no estado I e,), a probabilidade 
de que a medida de A produza o resultado a L (portanto. que o foton seja observado 
no estado I e-, )) e 

\M*if =5 ; „ (J,k)= 1,2 « (8.26) 



onde &f h = 1 (j k), - 0(y * 'k). 
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Eiccihendo eo'venienfemente as fases dos vetores de estado, a (8.26) se rediiz a 
\_( e *\ e j) = 8 *jj fS-27) 

o que significa que I e t ) , I e 2 ) ,...,1 e„) formam urn conjunio ortonormal tie n ve- 
tores de estado. 

Sabemos, porem, da algebra linear, que, num espaco vetorial de dimensao m, 
nao podem existir mais de :n mores a r Ion o mi a is . Vimos tambem que m - 2 para 
oi> vu Lores de csitdu tssociados a uukritacau do i~6i:-<i. 

Logo, no conjunto de estados quanticos associados a pofarlzacao do fdton, 
nenrr.irna gvzr.csz^ oos&r. : :r.'e: {ou seta, que .ieper:";u da T;t:[i;r:iao5f.' ;. ?ocle iorruir 
mais do que 2 valores diferentes: a din:e/iido do e.spaco das estados representa o 
numero maxima de valores que uma Krandeza obserxavsl nesse espaco pode tomar. 



cnstai as 



Fig. 8.6 DLp:a refrate:- 



Quando urn feixe de hiz qualquer incidc sobre urn cristal de calcita (Ca CO3} ta- 
lhado de forma convenient, da origem a dois feixes transmitidos (feixe ordinario e 
feixe extraordinario), que tern pGlarizaeoes tineares ortogonais (fig. 8.6). Nenhum 
material produz mais de dois feixes associados a polarizaijoes diferentes, o que e 
consistent^ com termos tornado 11 = 2 para descrever o estado quantico de polari- 
zacao de um foton. 



Va lores medios 

Num estado de polarizacao Ik) qualquer do f"6ton, a grandeza .4 nao 
tomara em geral um valor definido: isso so acontecc nos estados I e,-). No caso 
gerai, A tomara um de seus d;>i^ vslore;; posss'veis. a-, ou a-: . e:n cada observa^ao. 
c havcra probabi ■ ade.i :■■ < , ■ dadas peia Regra II (generalizada) para cada um 
des^es valores: 
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Pi = 1 {e, | k)[' , p, = | (e 2 \ u)\ 



\- 1 



(8.28) 



Assim, se fizermos um numero N muito grande de observacoes de A no estado I k), e 
obtivermos o resultado a-, em bj delas e Wi nas n 2 restanies, com n\ + n 2 - N , as 
frequencias relativas ni/N e d 2 /W se aproximarao respectivamente de />! e p 2 a 
medida que iV for crescendo. 

Conforme a definicao usual, o vaior medio (tambem chamado de valor es- 
perado) de A no estado \ u) 6 enlSo a media ponderada 




Substituindo os valores de p s pelas (8.28), 




(8.30) 



VoJtando a definicao (8.17) do produto escalar, temos: 




o que equivale a 




(8.31) 



de forma que a (8.30) se ew 




(8.32) 



Produto externa 



Vamos introduzir a nova notaeao a){b\ {produto externa de I a) e>(bi), 
definida poi sua atuaoao sobre um ket ' u > qualquer: 
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>)< M)l"> = ("l")l° >i (8-33) 

6 □ produto do nume.ro (h\u) pelo ket I u ). Logo, atuando sobre um ket In), o 
result-add 6 outro ket: l a ) { b I 6 um operador sobre kets, e 6 imediato que e um 
r linear. 

{ a){b |) (aj ») + P| f))= (o{^ |«) + P <£>| v)) | a) (8.34) 



Em termcs das componentes la) - I " |e \b> -■] ^ [ o produto extcrno e 
ta associado a uma riuttriz 2 y 2: 



o que corresponde a relacao bem conhecida entre opercdorss Imeares e mntrizps, 
em Lermos de algebra -vetorial, e satisfaz a (8.33) (verifique!). 

Voltando a (8.32), vemos entao que ela pode ser reescrita como 



onuc A o o operador linear (o ■ 



= («]A|«) (8.36) 
> para one?ac\or) 



(8.37) 



8-7 Representafpes. Matrixes 



Antes de formular regras relativas a observaveis, vamtn rer^piTuSar alguns re- 
sultados de algebra linear sobre a reprcsentacao de c-peradcres Imeares por ma- 
U'Uex c ir.troduzir algun.s dcscuvolvirnentos da riotacao de Dirac. 



Conio o espaco das vet ores de estado de polarizacao do foton tcm dimensao 2, 
podemoH introduzir nele uma Aase ortonormal \e t ), \ e 2 ), onde 



e representar qualquer vetor de estado ! c > como superposigao dos veto res da base: 



14 = «M+<«M 



onde c\ c a sao as componentes do vetor coluna 



Em particular, 



(8-41) 



Exemplo 1: Na representacao em que 10) = f 



: currusponde ao csiado 



polarizacao linear na direcao 8, os estados (8. 42) correspondem a 8 = 0 e 
0 = k/2 , respectivameitte, e qualquer oulro estado de polarizacao e uma super- 
pcsicao destas diias polaiizagS.es oftogonais, onde a.s componentes 
c\ - cos© e ci = sen 9, psla (8.40), 



= {0|8), 



representam as amplitudes de probabilidade, no estado I 6 >, de detetar o foton com 
polarizacao linear na direcao 0 ou |, respecrivamente. 

Exemplo 2: E facil ver (vcrifique!) que os vetores de estado de polarizacao 
uiru,i!ar ($.25) sao ortogonais: 



-)-<>] 



(8.44) 



de modo que formam outra base ortonormal para a polarizacao: fisicamente, qual- 
qmr estado de polarizacao pode 5er representado como supcrposigao de pofariza- 
c6es circulares direita e esquerda. Em particular. 



: . ( cos 9^ , , . . 



(8-15) 



cmde 




*-(-« 



^2 



V2 




(8.46) 




o que da I 9) — —^= i jfl , que e a (8.20). Logo, a multiplicidade de repre- 

sentacoes dos vetores dc esnulo C'lTre^pn.id? ?. multiplicidade de escoltias de bases 
possfveis, exatamente como a de escolhas de sistemas de coordenadas para vetores 
em tr6s dimensoes. 

A decomposicao (8.45) c um caso particular, para luz linearmente polarizada, 
da representacao de um estado gcral dc polarizacao como supcrposicao de luz cir- 
cularnieute polarizada direita com polarizacao circular esquerda. A iaterpretacao 
quantica em termos de fotons, porem. & que I c\ ! — i = I c 2 1 dao as probabilida- 
dcs de detetar o foton linearmente polarizado, respeciivamente, como foton circu- 
larmente polarizado dircito ou esqoerdo. Fisicamente, isto pode ser realizado com o 
auxflio de cristais que rem a propriedade de birrefringencia circular, decompondo 
luz incidente sobre eles em dois feixes, um de polarizacao circular direita e outro 
esquerda. 



Operador de projecao 
A (8.40) permite cscrever a identidade 




>nde, analogamente a (8.38), 



(8.49) 



ou seja, II j I c ) representa a components do esiado i c } associada ao esiado I ej ) da 
base (por exemplo, componente do estado 19) que tern polarizacao 1 + ) ). Diz-se 
que Tl j t c ) e a projegao de 1 c ) sobre o estado I tf,-) , e FT; chama-se um operador 
de projegao. 



Para um vetor em 3 dimensSes, a fig. 8.7 
mostra que 



Fig. 8.7 Projegao de um uelor 



fl, v = (v -e ,)e , 



6 a componente de V na dirzcilv E v ublida prvj^iundo v sobre e^a Jireciiu, o que 
jastifica o nome de operador de projecao dado a ft y. 
A (8.47) mostra que 



(8.50) 



onde 1 e o operador ulenndad-r. I '(.-> = ] c pars qual.qv.tr vetor \ c > . A re- 
lac ao (8.50) exprime o caraler complete? da base I e t > , 1 e 2 >, ou seja. que quaiqucr 
vetor pode ser represents do em terrnos dela. 

As (8.35) e (8.42) dao a representacao matricial dos operadores de projecao e 
da (8.50): 
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n,- L oo). 



n 1+ iv 



Malriic.% 

Dado am operador linear A, a (S.50) permite escrever a identidade 



(8.51) 



(8.52) 



f4,-te|A|*,) 



; eiemento de matriz do operador A enire os eslados I e,- ) e I e,- ) (par 
/, sao os elemenws diagonals) 
Temos , por exemplo, 



ww-f.K83 



matriz em que so o eiemento 12 6 * 0 ( e - 1 ). Logo, a (8.53) permite interpretar 
Aij como o. eiemento ( ij) de uma matriz que representa □ operador A, da e 
forma que C ' representa I c >. 



Usando a (S.52), vemos que, para qualquer vetor de estado I c >, 
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o que equivale a 



que e o resultado da aplicacao da / 
regra do produto de matrizes: 



(8.56) 
segundo a 



A\c}- 



f A u A u 

Uil ^22 



Analogamente, aplicandn siicessivamenre dois o per ad ore- iineares B e A 1 
vetor lc), o resultado equivale (Probl. 8.6) a regra do produto: 



(8.58) 



Conjugado hermiteano 





:K3| 







que sc obtem da (8.54) transpordo :inhas c colunas e tomando o uomplexo conju- 
gado, chama-se matriz, conjugado. hermueana de II A-.j II, e 0 opcrador linear A 4 " cor- 
respondents chama-se cor.jugudo hermiteano do operador X 
Temos calao, por definlcao, 



l$.60) 



o que. usando a decomposicao (8.40), se esleude a qualquer pax de vetores I a ) e 16): 
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(a\A\b)* = {b\A+\$j (8-61) 

Por Dutro lado, se 
temos 

ou seja 

■|c) = j|i)=»{ C | = <ft|^! (8 .62) 
e, aplkando a (8.61) a < a I A I c } ' , ob temos 

Urn operador A tal que 

| A* - A ] (8.64) 

chama-se operador kermitea.no. 

Note as invcrsoes de ordem nas (8.61) a (8.63). 

@.S it^grgis gjerss observdveis 

Voltando agora a (8.36), que da o valor medio (esperado) de um observavel A 
num estado quantico de poiarizacao arbitrdrio, vemos que eie e o elemento de ma- 
trix diagonal de um operador linear A associado a A. dado pela (8.37): 



M. =(»l%)i 
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PlhC.'pb: OaS'CO: d; l€C!!c CL'oio3 



Como o valor medio de uma grandeza observavei e rece^aramente urn niime- 
ro real, devemos ter 

(u\A\ u y = («|A + |«) = (u\A\u), V |«) (8.65) 

o que implica 



\ A = A i \ (S.66) 

e leva a regra 

Regra USa: Uma grandeza observavei A e representada par urn opera- 
; dor hermitea.no A. 



Na Sec. 8.6, A foi representado em lermos dos dois valorem pnssiveis que pode 
romar, a x e ai , e dos vetores de estado (linicos) I } e I e 2 } a eles associados, por 
[cf. (8.37)] 

n 

onde, como vimos, \ei) e \ e 2 ) formam uma base ortonorrna! , e fjl j sao os opera- 
dores de projecao sobre os vetores da base. 
A (8.67) da, como <<jle«) = 5 F/ , 

| A = a,\ ei } (i = 1,2) I (8.68) 



o que se esprime dizeudo que le f ) e urn AUTOVETOR de A associado ao AUTO- 
VALOR a : . Isso leva as Tegras: 



Regra Illb: Os resultados possiveis das observances de A sao os auto- 
valores de A. 
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tfegra f/fc Oj est.ad.os (de polarizacao) para as quuis A assume com 
certeza (probabiiidade = 7 J sdws va/orc.! />ojf n-.-ii- U; ; , ) sdo on au 
tovetores (tambem chamados de au.rop.stadns) correspor.denrei de A. 

Para que essa i titer p re tacao seja aceitavel, e necessario que ok autovalores se- 
jam reais. Isso decorre do teorema: On nutovatarex d?. tan cperador hermiteano sdo 
sempre reals. 

A demons tracao e imediata: 

juntamente com a (8.65). 

Finalmente, a (8.36) da a 



Regra Hid: O valor esperado (medio) de A num. estadn qurdquer \ u > ?. 
dado por 

j {A\ = (u\A\u) I (§.69) 



Levando em conta a (8.51). vemos tambem que a decomposicao (8.37) 
equivale a 




(8.70) 



ou seja, no, base de sens autoestados, a molrit A p diny/mal, p. '.pun element/)* 
diagonals son os autovalores. 

Exemplo: Ohservdvel I'OI ARIYACAO LINEAR 
Sabemos que e possi'vel observer a polanzaeao liiieur de urn. fuiuu iif-iua di- 
recao 8, fazendo-o pas^.i' atraves dc urn analiaador com sixo crientado nessa di- 
recao, e que se trata de uma observacao binaria: no eslado j 9 ), □ foton passu cam 
certeza (autovalor 1), e no eslado \Q + *}ndo passu com certeza (autovalor 0). 
■Logo, pela (8.38), esperamos que o observavel P e = polarlzagao linear do jo ion 
na direcao d se;a rcpr?>^;>f;-i J ir; por 
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p, = |«Xo[ + o* e + |V& + ! 



(8-71) 



[cos 2 9 



is 9 sen 6] 
n 6 sen 2 8 J 



que e claramente uma matnz herrmteana (regra ilia). 
Seus autovalorcs sao dados por 



(cos 2 9 - X j c, + f cos 6 sen 8 j gj = 0 

^cos 6 sen c, + (j>en 2 d - ij c,_ = 0 
Para que haju soiu;ao nao trivial, devemos ter 

s 2 9 - Xj cos 9 sen B 

cos 9 scnO |seir d - xj 
que se chama a equacdo secular, e leva a (verifique!) 

X 2 -X = 0 {X = (\,0) 
conforme previsto (regra Illb). 



(8.73) 



Substituindo no sistema de equacoes lineares, resultam os autoestados correspon- 
deates (Regra Itlcj 



\X = l « i C ° S6 l = '•$) ; X = 0 » f : 



Finalmente, o valor esperado da polarizacao linear na direcao 9 para i 
I q» e [cf,{8,71)], peia Regra Hid, 



((pj^jtp) = (p|eXe|p) = |(«p|e)|" - c TO 2 



o qae concorda com o resultado obtido anteriormente. 

8.9 Momenta angular do foton 

Que grandezas sao observaveis tlstca qnar.nca? Essa nao 6 uma questao 
facil de responder, uma vez que estamos lidando com propriedades de objetos da 
escala atomica, em muitos casos. 

Entretanto, o Principio de Correspondencia, que ja vimos na formulacao de 
Bohr, pode sugerir pelo menos candidatos a granrieva- observaveis. Com efeito, um 
objeto macroscopico c um agregado de objetos micro scop i cos, e deve ser possirel 
ex.trapolar ao dotnmio quantieo determinadas propriedgdes dos: objetos macroscopi- 
cos, como fizemos para a polarizacao de fdtons. 

Lsso se aplica pelo menos a grandezas ad.iti.vas, cup valor para um sistema dc 
partfculas e a resultante dos valores asseeiados i. c^ada 'oanfeuia. Excmplo.- :ic. ui> 
s.iamk:/.as sao o momenta linear, o momenio angular e a energia de sistemas sem 
in te ragnes sure as p n rrft- i 1 1 ^ _ A "posicao ce ran sistema", definida em termos do 
seu eentro de massa, 6 tambem uma "variavel coletiva", combinacao das posicoes 
das partfculas. 

Vamos empregar esi.i: ideia para pn-cu.'i.r ■dei":.:'i:.r .".ir: :<b-ev LV-ei quS:vdcc coi 
respond ente ao momento angular de um foton. Na eletrod in arnica classics, ja se 
verifica que um feixe de luz pode transportar nao so momento linear, mas tambem 
momenta angular. Da mcsma forma que a radiacao pode transmitir momenta linear 
a um corpo macrosedpico (pressao da radiacao), pode tambem transmitir momento 
angular. 
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Tsso foi verificado experimentalmente por R. Beth em 1936. Fazendo luz cir- 
cularme-nte polarizada atravessar uma lamina de um cristal birrefringente, que 
modifica seu estado de polarizacao. ele verificou que a lamina, absorvendo energia 
da luz, entra em rotacao em torno da direcao de propagacao da luz; a trans fere nci a 
de momento angular pode ser medida. 

Vamos ver como esse ef'eito pode ser descrito em termos da teoria classics. A 
intcracao da luz com a materia, ciassicamente, e descrita pela teoria da dispersao. 
O campo eletrico da onda, de freqiiencia angular 0), coloca em oscilacao forcada 
os eletrons atomicos. que sao tratados ciassicamente como osciiadores harmonicos 
de massa m, freqiiencia propria coo e constants de amcrtecimento y associada a ab- 
sorgao de energia da onda. Assim, tomando eixo z na direcao de propagacao da 
uitda, as equacoes dc moirimcnto para um clctron atomico sao: 



carga do eietrnn 




Pela (5.37), o campo eletrico da onda circularmente polarizada e tal que 



E f + i K y = K 0 e* ' 



(8.78) 



de modo que, definindo 



Z = x + iy s re 1 ' 



(S 7*3) 



(8.77) dao 




(8.80) 



Procuiemos a soluclo como oscilacao fc rcada sob a forma (8.79), onde 



e-±(au-8) 



(8.S1) 



Vem, com — = ± ■ i m, 
dt 
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permitindo ealcular r e 5; devido ao amortecimento. sera 5^0. 




Fig. 8.8 Oscilagaa forgada do eletron 



A fig. 8.8 ilustra o resultado para luz es- 
querda cci)<0)o(6>0):o eletron des- 
creve um movimento circular uniforme 
forcado, acompanbando o campo com 
uma defasagem 8: □ campo tern .■. uma 
comportente E e & 0 tangencial a trajeto- 
ria do eJction. que orodrje um torque, re- 
aiizando trabalho sobre ele e transferin- 
do-Ihe momento angular. 



A energia transferida pela onda por unidade de terrrpc (potercis.) e dada por 
(para um eletron) 



dW 

77 " 



?(E4vxB).y^E-v (8.83) 
{o campo S nao contribui) 



dt 



= ±emr£ 0 



(8.S4) 



(8.85) 
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onde % z e a componente do tor^ae (exercido pela onda) ao longo do eixo de ro- 
tacao, que pela dinamba das rouicois. csta relacionada com a taxa dJ-/di de \>a- 
riucdo do momeaio angitiw- uu tlt'aon em tamo do eixo de rotacao por 



dL 



Finalmente, as (8.84) e (8.86) dao 



circular esciuerda 
circular direita 



notando que o sinal de O) teria de ser trocado para polarizacao circular direita. 

Vamos agora nsar o Principle de Correspoudencia para iuterpretar essa relacao 
em termor de fotons. Mo limit e ciassicn, a feixe mcule.ni.e. e. cfnnpaxin dp. um gran- 
dx numcro N dc iotons dc cncrgia E — h to, de forma que 



k^. 6B M j (8 . S8 , 

| dt cfj j 

onde dN / d t e a taxa de absorcao de fotons pelo material, por unidade de tempo 
(que coloca a lamina em rotacao, no experimento de Beth). 

Se admitirmos que cada to ton absorvido transfere um momento angular Jj para 
o eletron, ou seja que J- f. n momvnto angular do f 6 ton ao longo de sua direcao de 
propagagao z, teremos analogamente a (8.88), 




Levando as (8.88) e (8.89) na (8.87), resulta 
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qu seja, o momenta angular do fdton ao longo de sua direcQo de propagacao & 
a_v.an-iz.ado, tissuir.indo os valores +S on - H: estes sao sens autovalores. (Compare 
com a condicao de quantizacao de Bohr na Sec. 7.7) 

Associando c auto vet or : '■. ) da (8.25) a. polsirizacac circular esquerda e I — ) a 
direiia, podemos entao construir o observavel J- usando a (8.37): 



(Representacao matricial na base dos estados de polarizacao linear 18 = 0}, I9 = — )). 

8.1® gslae&e de igs«er*es«a 

Ma ffsica classica, quando um sistema se enconlra mini estado bem definido, o 
resultado de cada observafao feita sobre o sistema 6 bem definido. Como sabe- 
mos, isso nao e verdade na ffsica quantica: era geral, so e possivel predizer a 
probabiUdade de um resultado. 

Assira, por exemplo, o momento angular J z de um foton so tem valores bem 
definidos nos autoesiados I +) ( J z = % ) e |-> { J z - ft). Num estado de polari- 
zacao linear 16), o valor esperado de ,/. e dado peia regra Hid: 

- S (cos 6 sen 6) ^ | S6n ^ j = i H (-cos 9 sen 9 + sen 9 cos 8) 

ou seja 



{^_} e = 0 ! [elememos diagonals da (8.91)1 (8.92) 
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Como os valores obtidos para J- em cada dctcrminacao (para cada fdton) so 
podem ser ■¥% e - ft , a (8.92) significa, simplesmente, que cada iim destes res«Z- 
tados tern a mesma probabilidade: 



o que e confirmado pelas (8.46), pois, pela Regra II, 



K±|s>f = 

De forma mais geral, como i + ) e I - ) formam uma base, qualquer estado de 
polarizacao do fdton 6 da forma 

W*M4+*-H < s - 95 > 

e I v + I 2 = p e a probabilidade de que se encontre +fi determinando J z ao esiado 
lv>, com iv_l 2 - 1 - p dando a probabilidade de encontrar (-h). O valor midio 
{ X ), sera entao 



| (J z j = p H+(l-p) (- »)= (2j-l)ft [ (8.96) 

que. Kendo 0 < p < 1, pode assumir qualquer valor entre -fi e + ft (embora □ va- 
lor em cada observacao seja — fi on -f-ft). 

A (8.95) representa I v } como uma superposigSo qudntica de It) e i — }. Esse 
e urn conceito novo, tipicamente quantico, muito diferente do conceito classico de 
superposicao linear de dois estados. Os valores de J z na superposicao Iv) ndo sao 
intermediaries entre os valores extremos correspondentes a 1 + ) e I - >. Os dnicos 
valores possrveis continuam sendo + ~h e — ft. 

E a probabilidade de encontrar um desses resultados que assume valores inter- 
mediarios entre 0 e 1 [por conseguinte, tambem o vaior medio (8.96)]. 



;8.94) 
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O linico caso em que a observacao de urna grandeza A leva a certeza de urn 
dado resultado e quando o estado I a ) observado e um aiuoesiada He A {a = autova- 
lor). Nesse caso, 

(i) a - - - a (8.97) 

ou seja 

U -(.4>Jja) = 0 | «»} 

Reciprocamente, se vale a (8.98), la) e um autoestado de ,4 com autovalor 

Em qualquer outro caso, a observagao de A levara a valoi'es diferentes em 
diferentes observagoes. Num estado I it) diferente de um autoestado, os resultados 
fiutuarao em torno do valor m^dio <A}„. Uma boa medida dessa jlutuacao ou in- 
certeza de ,4 no estado I u ) e o desvio quadratico medio, ( AA }„ , defioido por 

que leva em conta tanto flutuacoes positivas como negalivas. 
Temos 

ou seja 



Exemplo: Levando em conta a (8.92), a flutuacao de J z no estado I © > e 



3 1 8 ?r:..c:p:o, tiscss 3; ao-:= i'jd-v..;= 



A J- =, W 



(8.101) 



(8.102) 



de forma que a (8.101) da 



resaltado coasislente com a (8.94). 



(8.103) 



,4 Rtlacan Ja Incer^zu 

Sejam + e B - B 1 dois observaveis, \n) urn vetor de estado e X urn 

numero real qualquer, e consideremos a desigualdade 



j(l + <xs)|„)| : 



(8.104) 

a norma de qualquer vetor e aac-aesari va ) Kso eqnivale a 

(«|(a - ilij ^ + txSj |«) > o (8-MB) 

■li, desenvolvendo a expresaao, 

<«|A 2 |b) + aj«|[iB - BA^j ]«) + X 2 2 0 



orre deliairaos 



(B 2 )_). 2 |i , «J J + {.4 2 )_ > 0 



A.B = AB-Ba 



(8.106) 



(8.107) 
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que se chama o comutador dos operadores 1 ei Como e bem sabido, o produto 
tie duas matrizes (qu dos operadores Imeares a elas associados), em geral, nao e 
camulatrvo. 

Temos, pela (8.63), como X t h sao hermiteanos, 



AJ = -,4,5 (8.107) 



de mo do que 



ou seja, o trinSmio do 2." grau em J. (8.106) tern todos c;j iPiu coejirientes rents. 
Para que seja > 0 para qualquer a e piocit-u e;ilao que ieu discrirainante seja < 0: 



onde o 1.° terrao e real e > 0, pela (8.10S). Logo, 



(n<n4 ([*•- 



desigualdade valida para quaisquer operadores hermiteanc 
do I u ). 

Sejam X e Fdois operadores rissociados £ observavei 



a = i - (x) u . « - r (y) 



(8-109) 

1 e qualquer esta- 
na (8.109) 

(8.110) 



Entao, pela (8.99), sera 

{A 2 )^(AX)l ,{B 2 } ri = (AY)l (8-111) 



Por outro lado, e facil ver (verjfique!) que 
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pois urn numerc sempre cornuta com urn operador. 

HinaltriLvnte. ^hsHnnndn e.sse; r^-nlrado- na (8.1 J 9,:, require. 



|(az)„(A7X4 ([*•*]) | 



(8,113) 



que se chama RELACAO DE JNCERTEZA: se X e Y nao comutam, ndo £ possivel 
tuniar ao mtsmu lempo too. pequengts quanta se que'tra as flutuacdes em X e 7, 
qualquer que sejo. a estacto I u > escolhido. 



Observances incompaiiveis 

Em conseqtiencia da relacao de incerieza, a ffsica quantica tern Lima carac- 
tenstica radicalmente diferente da ffsica classica: a determinucao simultanea, com 
precisao, de duns vjcndp-ji* fisicas difermtes pode ser incompativel, ou seja, im- 
passive! por principle*. 

a Pela Regra Illb, os resultadoj possivcis das dctcr-niriicoes de um observavel 
X sao sens autovalores Xj. Logo apos uma observacao de X com resultado x h o 
sistema esta no autoes lad o coires pendente i Xj }: a observacao prepare o sistema no 
estado \x-,) (ex.: passagem por urn analisador de polarizacao). 

Logo, apos uma observacao tan to de X (com resultado xj) como de Y (com 
resultado y/) o sistema teria de estar num autoesTado slmultaneo de ambos, le,), 

%} = */|«,}-%) = M*>) (8.114) 



o que implica 

Vimos na Sec. S. 6 que. se sd existe urn autoestado \e } > associado a cada 
autovalor, os amoestados formam uma base ortonormal |cf. (8.2?)]. Logo, qualquer 
estado [ v > e da forma 



(8.116) 
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e a (8.115) implica 

, yj | tJ ) ^ 0 , V | v) (8.117) 

oi! seja. 




(8.118) 



coma conseqiieiicia da mensurabilidade simultanea de X e Y em quatquer estado. 

Reciprocamente, com as mesmas hipoteses, a (8.1 !8), aplicada aos autovetores 
le,-) de X, implica 

*(%■))= f (%■))= »•«« 

cm seja, Fie/) tambSm e autovetor de X, com o raesmo autovalor x,. Cotno, por 
hipotese, so ha um autovetor (a menos da normalizacao) com este autovalor, 
Y\e;) tern de set proporcional a I ej), 

Quando ha mais de um autovetor linearmenle independente associado ao mesmo 
autovalor (diz-se neste caso que o autovalor e dcgenemdo), pode-se mostrar que a 
conclusao permanece valida, sendo possfvel construir uma base por um processo de 
ortonormaiizacao bem conhecido em algebra linear. 

A conclusao e portanto que a candicao nea-'suria e suficiente para que dois 
observaveis X e Y sejam compativeis, isto e, possaui ten-pre umbos ter valores hem 
definidos no mesmo estado qu&ntico liendo entao uma base ortonormal comum de 
autovetores) e que X e Y comutem: [X , Y] - 0. Assim, compadbilidade equivale a 
camutatividade. 

Exemplo: Consideremos os observaveis P x /i e P R /z (polarizacao linear do fo- 
ton nas direcoes 6 — ti/4 e 9 = 7t/2, respectivamente). Pela (8.72), 




(8.121) 



o que da 
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(8.122) 




) 



mostrando que um foton nao pode ao mesmo tempo ter polarizacao linear bem de- 
finida na direcao G = re/4 e na direcao G = k/2. 



Fig. S.9 Obssrvacoes incompativeis 

For outra lado. se invertemos a ordem [fig. S.9(b']. a probubiiidade rota"; se 
toma p — 0. Logo a probabilidade Eota! de passagem depende da ordem em que as 
determinacoes sao efetuadas, mostrando que nao podc haver um autoestado si- 
muMneo de P w ./4 c P K ri ■ Isso tambem nos da uma ideia do slgnificado ffsico do 
comutador. 

3.1 1 Des«ri$ao quantica da atividade otica natural 

Vimos na Sec. 5.6 que existem substantias transp^rentes (tais como uma so- 
lucao de agua com aciicar ou um cristal de quartzo) que tern atividade otica natu- 
ral: quando um feixe de luz linearmente polarizada penetra rnima destas substan- 
tias, o piano de polarizacao gira de um anguio proportional a proftmdidade de 
penetracao. 




Para verificar a incompatibilidade. 
consideremos um foton incidents de 
polarizacao linear 6 = 0 que atravessa 
sucessivamente dois analisadores, um 
com cp - n/4 e outro com <p = jc/2. 
Se alravessar antes o de <p = n/4 [fig. 
8.9(a)]. a probabilidade de passar por 
ele sera cos 2 (n/4) = 1/2, e o foton 
emergira linearmente polarizado com 
8 — n/4, de modo que a probabilida 
de oe. passar fe-o 1: J iwAv^Anr ram- 
bem cos 2 (n/2 - tc/4) = 1/2. Logo, 
a probabilidade total de passagem e 
p = 1 /4. 




Tomando o eixo z ao longo da direcao de propagacao, com origem na face de 
entrada, podemos dizer entao que, se o vetor de estado inicial de polarizacao e 
19) — I c ° s ^ I (direcao de polarizacao 8). teremos. apos penetrar uma distancia z no 
meio, am vetor de estado 

l^sen (6 + a z)J 

onde ct e o poder rotatoria especifico do meio. 

At£ agora, discutimos apenas o que se poderia chamar de cinemdtica quantica: 
como representar o estado de um sistema quanttco (polarizacao do fdton). o que se 
faz por um i-ewr estado nnrm.nl 'izado, e como representar grandezas observaveis, 
atraves de operadores lineares sobre os vetores de estado. A atividade dtica natural 
c am cfcito tiin&mico. a^^ciado a I'vo/t'cfio dc um vetor de esiado; neste caso, 
devido a propagacao dos fdtons num. meio material. 

Na dinamica newtoniana, a evolucao do estado de uma partfcula (movimento) 
e descrita por uma equacao diferencial, a I s lei de Newton. Aqui estamos descre- 
vendo a evolucao nao no tempo, mas em z {profundidade de penetracao no meio); 
vamos tratar de fazft-lo airaves de uma equacao diferencial, obtida a partir de sua 
solucao (8.123), que da 

t'W-^«» = «(r|; o "3-*l»M (8 - l24) 



onde representamos o resultado por um operador linear (como e a derivacao) apli- 
cado a ! 0 ( z ) )- Vamos achar D. 

A evolucao em z lem dc preservar a normalizacao do vetor de eslado, ou seja, 
<8 ft) I9(?.)> = k 

Sip* 

= {e( : )|D|e(4 + (e(z)|5*|e(4 = o puiS) 



o que da 
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i seja, D e ami -hermit -ea.no. o que implica que pode ser escrito corao 



D =-lA, /C= A j 



onde A e hermiteano. 

A .cpresen-.acao gsral de urna matriz hermiteana 2 x 2 e 



As (8J24)a(8.128) dao entao, com 



(8.126) 



(8.128) 



(cos 8. 



-/a sen 8, 
a cose.. 



Pela (8.91). 



xJ. / ft 



(8.131) 



onde .4 e o operador momenta angular do foion. A (8.130) e uma equacdo de evo- 
lu$ao quanlica para o vetcr de estado de polarizacao de urn ft) ton nitm meio oti- 
canicnte ativo com poder roratrjrio a. Einbora obtida para esiados de polarizafao 
linear, podemos toma-la como aplicavel a qualquer estado de polarizacao, pois os 
estados de polarizacao linear definem uma base. 
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Vemos entao imediatamente que os autoessados de /- tern caracterfsticas espe- 
is. ?ela; (8.90). sac d? estados de pola-izacao cirrulnr: 



) que, pelas (8.130) c (8.131). implies 



<£w-±«i±> { |i*>. -«""i*), 



(8.133) 



sladi> : vemos que um foton 
:e com sen estado de polari- 
i propagacao num meio ori- 



Como e"' az e um fator de fase, que uau aheifc 
cneularmente polarizado (esquerdo ou direito) perms 
zac&O inalltrudu, uu -seja. e •■.ylaciondrio com rcspci 
camente ativo. 

Sstados esiacionurios I + } da evolucao num meio oticamente ativo consti- 
tuem uma base especial men te comoda para obter a evolucao de am vetor de estado 
qualquer, dada a Hnearidade da equacao de evolucao (8.130), 

Com efeito, como l±) : = o formam uma base, qualquer estado de polarizacao 
do foton pode ser escrito como 



e, pelas (8.133) e pela linearidade, o estado de polarizacai 



(8.134) 



^ =e- ! ~ u+\ + ) z=0 + «F"«.B ~| (8-135) 
Em particular, para o estado I 8 ) de polarizacao linear na direcSo 6, as (8.46) dao 



4i l 



(8.136) 



e a (8.135) leva a 



Na representacao em que I 9 ) - i > [ os veiores I + )- = 0 sao dados pela (8.25), e 

l scne i 

a (8.137) corresponde a solucao (8.123), como e facil verificar. 

O operador de evolucao 
Na equacao de evolucao (8.130). 



(8.138) 



aplicada a um vetor de estado qualquer I ti > , A = -^-J. 6 urn operador constante 
(independent© de s). 

Se pudessemos integral a (8.138) como uma eq. diferencial ordinaria, a solu- 



(8.139) 



3, tratando se de am operador. e preciso verificar que sentido tcm a OLponencnd. 

Para isso, notemos que. em termos de seus autovalores a, e autovetores 
respondenr.es I e-,). o operador hermiteano A e representado pela (8.67), 



(8.140) 



; os [ ej ) fonuam uma base ortoaormal. Dai decorre imediatameme que (probl. 8.4) 

(8.141) 



a que d 



n, n, - s M n, 



o mesmo valendo para qualquer potencia on polinomio em A. Para matrixes, a 
(8.140) e uma representacao em que A e diagonal-, e qualquer potencia de A se 
calcula imediatamente. 



For extensao, para qualquer funcao f(zj que possa ser expandida 
poteacias, definimos 

[7(1). 2x^)4] 



o que se aplica, em particular, a funcao expon:aciaL 
Os calculos que levaram a (8.91) dao: 





i)4 






ij-i 






V "J 



de modo que, com A - a J-JTx [cf. (S. 1 3 1 )J, 

J./S |tf.(!.!>l)] 

Finalmentc, a (8.139} fica 




omib o operator dc cvolu^ao em z-. V I .7 ), e dada por 
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Dado um estado inicial de polarizacao qualquer, 

[»}, = M (B.146) 

a (8.145) leva a solueao da equacao de evolucao (K !.«) 

cos (a s ) - c 3 sen (a j)^ 
l " ) -'[ qSe .(«,) + c 2C „ s («)j C8I47) 

que se reduz a I u % para ; = (le pcrmite recupcrar a (8. 123). 



PROBLEMAS 

1. Sejam \u> e !v> dois vetores de estado fixes (normal izados) e X - re 
i numero complexo variavel. Demonstre que 



quando X varia, onde o rm'itimo 6 atingido para A - - < v I «>. Deduza daf a desi- 
gualdade de Schwarz 



Suge&hio: Exprima a condicao de mfnimo em termos de r e 9. 
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2. Obtenha os vetores de estado dt; polarizauao circular na represestiacao alter- 
nativa, em que 

por um metodo analogo ao que levou as (8.25). Interprets o resultado. 

3. Mostre que, para qualquer operador A, tem-se 



4. Mostre que os operadores de projecao 11; definidos nas (8.48) tern a pro- 
priedade 



Demonstre que dai decorre que os linicos autovalores desses operadores sao 0 e 1. 
Mosire que 

fi, n 2 = o | 



5. Mostre que, na reprcsentacao em que 

o observavel Ps (polarizacao linear do foton na direcao 9) e representado pela 
matriz 




6. Demonstre a regra do produto (8.58). 
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7. Urn feixe de fotons iinearmente polarizados na direcao x incide, em seqiien- 
cia, sobre um par de analisadores de polarizacao. O primeiro deles tem seu eixo de 
transmissao maxims arienisdo segundo um angulo 81 com a r'i-ccan x, e. o >eoundo 
tem seu eixo de transmissao maxima orientado segundo am angulo 6 2 com a di- 
recao x. 

(a) Qual e a probabilidade de que um foton passe atraves dos dois analisa- 
dores? 

(b) Para 02 fixo, qual e" o valor de 9i para 0 qual essa probabilidade de tratis- 
missao atraves dos dois analisadores sera maxima? 

8. Considere o seguinte vetor de estado de polarizaeao de um foton: 




onde 1+) e I— ) sao vetoreK de estado normaiizados de polarizaeao circular esquer 
da e direita, rcspectivamente. 

(a) Mostre que I y } e normalizado. 

(b) Mostre que \ \\t) 6 linearmente polarizado, e calcule o angulo de polari- 
zaeao, em valor absoluto e sinal. 

9. Um foton linearrriente polarizado na direcao 6 incide sobre um analisador 
orientado na direcao (p, podendo alravessado (resaltado = I) ou nao (resnltado - 0). 
Mostre que a incerteza no resultado e 




10. Mostre que 

p e •^1 = 0 

se e somente se 9 - (p = « JT/2, com n inteiro. Discula a interpretacao ffsica desse 
resultado. 



11. Calculc [ft, % I- 



Cdo. 8 - Prcbfemdi 



12. Mostre que, para 




(AP B \ (AJ,\ >|ft|[|Cjf - [c 2 f] sen (26) - (q c s + c 2 ' c,) cos (29) 
e que o .segundo membra e da ordem de ft. 



A EQUAgAO DE 
SCHRODINGER 



Neste capitulo, vamos generalizar os priticipios basicos desenvolvidos no 
capitulo 8, formulando a equacao de Schrodi tiger, em que se baseia a dinilmica 



Unia observacao da parrfcula pode encontra-la em qualquer ponto do eixo, on 
seja, oa valores posefveie do observavel "'posigao da parti'eula" sao todos os nume- 
ros rcais, corrcspondcndo a Lima infinidc.de car.tinua de valores possfveis. 

Como passo intcrmediario mais simples para descrever essa situacao, vamos esta- 
belecer prirneiro uma desericao aproximada, dividindo a reta em intervales identicos 
(fig. 9.1), de comprimento 8. Diremos que a parti'eula esta no intervalo n quando 



f^l M. oquafao tie Scnrodinger u nidi mens! en a I 




Fig. 9.1 DivisSo em intervals 



Cciisideremos uma parncula nao-rela- 
tivfstica de massa m limitada a mover- 
se somente ao longo de uma direcao, 
que tomaremos como eixo Ox. 



K§ < x < (;? + 1)5 (n = 0,±],±2,...) 



(9.1) 



Podemos interprelar 5 como sendo a precisao na determinacao da posicao (o 
erro e < 8 ). 



A squsido <! 2 Scmikfirgsr 



Tsso leva, generatizando os conceitos do Cap. 8 ; a uma representacao aproxi- 
mada do vetor de estado da partfcula em termos de sua pOsiGao, 



comn dih vetor coluna de infinitas componentes (iafinidade discreta), onde o nnme- 
ro complexo c„ representa a amplitude de probabilidade de encontrar a partfcula 110 
intervalo n (I c„ I = probabilidade de encontrar a particula no intervalo n), com a 
condicao de normalizacao 




(9.3) 



Para passar a representacao continua, notemos que a probabilidade !c„f; para 
5 suficientemente pequeno. deve ser proportional ao comprimento S dn intervalo. 
Quando 5 0, 

j- [ l c »l I _ dcnsidadcdc probabilidade de cuccmtiai (9 4) 

5^ol 5 j aparticulaemx.centrodointervaloS. 

Logo, c„ / VET devc tambem tender a urn limite finite, que representa a ampli- 
tude de densidade de probabilidade correspondente, cpO): 




onde [cf.(R.6J] 
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| (p (x) [" rfi - rfp(i)- probabilidade de encontrar a particula 
te^&TX enlre x e x + dx. 



com a condigao de norma! izacao [forma limite da (9.3)] 
O ' bra" correspondents a (9.2) e 

<<p I = ("C e! <Ci -■) 

e a (9.7) 6 o limite, para 8 0, de 



(9.6) 



(9.7) 



Analogamenie, o produto escalar de dois vetores de estado 1 q> } e I ijf ), associados 
as amplitudes de densidade de probabilidade (p ( r ) e \f (x), e dado por 



{<p| V ) = j<f>>M*)^j (9-10) 



As amplitudes de densidade de prohabilidarie sao chamadas de fungoes de onda. 

Chegamos assim, finalmente, as fungoes de onda de Schrodinger da Sec. 7.9, 
mas agora conhecemos sua i nterpreta^ao ffsica. 

Em geral, numa descricao dinamica, a funcao de onda associada a uma parti- 
cula deve depender do tempo i: 




(9.11) 



A relagao de Einstein E = H CD, estendida por de Broglie a uma partfcuta qual- 
quer [cf. (7.59)], sugere que, para uma particula de energia E, essa depend&ncia do 
tempo seja da forma 
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dt 



(9-13) 



Mas, pela (7.67), a eq. de SchrOdinger nesse caso deve ser da forma 



(9.14) 



para it ma partfcuia de massa m num. potencial V(x). 

Especializaxido esses resultados ao caso unidimensional, as (9.13) e (9.14) dariam 



(9.15) 



que e a EQUACAO DE SCHRODINGER DEPENDENTS DO TEMPO para o movi- 
mento unidimensional no potencial V(x). 

Para o vetor de estado If) correspondente, essa e urns equacao de evolucao 
temporal 



[analoga a equacao de evolucao espaciai (8.130)], onde 



com o operador 



cuja atuacao diretamente sobre uma funclo de onda y e definida pela (9.17). 
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H chama-se operador hamiltoniano. Embora tenhamos parfido de um caso par- 
ticular (estado estacionario), a (9.16) tem validade geral: para a mecanica quantica, 
e a lei fundamental da din&mica (como a 2 a lei de Newton para a mecanica clas- 
sical- 

Ao contrario da 2 a lei de Newton, onde aparece d 2 /dt 2 . a (9.16) e de 1." 
ordem em t, contendo apenas S/'St. Logo, basta uma condicao inicial, ]\|/),= 0 , 
para determinar a solucao. Isso e consistente com o fato de que o vetor de estado 
I V]/) r=n descreve completamente o estado quantico do si&tema no instante inicial. 

9,% Confugado hermlfeano 

O conjugado hermiteano A 4 de um operador A define-se de forma analoga a 



para qualquer par de func5es de onda <p ( x ) e \p(x). 

Trocando A -> A' e usando (A*)* = A (Probl. 9.3), vem 



Jy'W 









Exemplo: Seja As—. Integrando por partes, 



J f (*) A v (*) j * - J „• (,) |2 ^ , [„• ^ (*; 
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O termo integrado -iflemi 
(9.7) implica que 



, porque <p e W tcm c 



Logo, tomando □ complexo conjugado da relacao acima. 



e, comparando com a (9.20) [cf. (8.126)] 



(9.22) 



{dxj E 



mostrando que esse operador e anti-hermiieano. Isso tambem implica que 



. 9 



□u seja, id / dx 6 ran operador hermiteano. 

Como 0 quadrado de om operador hermiteano lambem e hermiteano [cf. 
(8.63)], vemos que -d 2 /dx 2 e hermiteano, e a (9.18) da 



(9.25) 



ou seja, o hamitoniano e urn operador hermiteano. 

Isto permite verificar uma condicao de consistencia imporlante: a evolucao 
dinamica dada pela equacao de Schrddingcr preserva a normaUzagao do vetor de 
extadv. 
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Com efeito, temos 

ya/or esperado e derivada temporal 
O valor esperado (medio) de ura observavel A numestado I y } e dado por 



Supondo que ^ nao content o tempo explicitamente, o valor esperado evolui com o 
tempo devido a evolucao de l[r, o que da 
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ou seja, 



Em particular, 




#.3 Operadores p»st;6a e memento 

A interpretacao fisica de [\i/(.i,f)l 2 dx como probabilidade de encontrar a 
parti'cula entre x s x + dx no instante / niostra que o valor esperado da posicao da 
partfcLila nesse instante tern de ser defioido poi 

jz\y(x,t)fdx =Jy ? (x,r) x v(i,i)={i) a (9.29) 



pyM ^ iRj (9.30) 

ou seja, o observavel x = "'posicao da partfcula" e um operador equivalente a mwZ- 
tiplicacao por x. 

Para definir o observavel velocidade v da particula, ou. equivalentemente, seu 
momenta raiv, vamos usar o principio de correspondent; ia, pelo qual devernos ter 



n estado descrito por y ( * , t ). 
A (9.27) da 



7>>. i(M). 



0.3 Ooprddom dowjjo e monu 

Coino o operador identidade comma com qualquer outro, a (9.18) da 

.1 r a ^ ■ 



(9.33) 



Para calcular o comutador entre esses dois opeiadoreS, basta aplica-lo a nma fun- 
cao de onda qualquer ty. 



OX ox 



(9-34) 



Temos, pela (9.30), 



3" \|T 



; modo que a (9.34) fica 







[ 3i . 





c, lc.audu iiaa (9.32) g (9.33), 



(9.35) 



) que, comparaado com a (9.31), da 



(9.36) 
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3, 



Isso mostra que a (9.18) equivale a 



ou seja, que o hamiltor ■■ ic cqui ale ao observavel e;-icrz : ;a da particula. Obtemos 
assira a imerpretacao ffsica da (9.281; ela garante a conservacao do valor esperado 
da energia. 

Temos, por outro !ado. 



r. a" 



3w 9 



(9.39) 



Combinando esse resultado com a (9.37). obtemos a regra de comutacao de Hei- 
xenberg 

(9.40) 



Cumu a deduuau da (8.113) 6 v Slid a em geiaJ, daf resulta 



j A* A p > — % 



que e a celebre relagao de incerteza de Heisenberg para posicdo e momenta de 
uma particula. Vemos que posicdo e momenta (on velocidade) de urai particula 
sao observdveh incempaitveis: nai> podem ter, ao mesmo tempo, valores bem 
definido.s, em nenhum estado quantico. As fiutuacoes reefprocas tern de obede- 
cer k (9.41). 
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9,4 © feoroma de Ehrenfest 

Do ponto cie vista do priHCipio de coirespondeitcia, podemos comparar com a 
mecsnioa cldssica as equacoes de movimento para valores medios de observaveis 
quanticos. Ja nos valemos dessa ideia para defmir o operador momento ^ por 



Vamos calcular agora — {p )^ , usando novamente a (9.27): 
Conic /) comuta com p 2 , a (9.38) da 

Cafculamos o comutador aplicando ambos os membros a uma funcao de onda i|f 
arbitraria: 

[£.v»t]*«£[v 

31/ 
= 3~ * 

dx 







f ."(■»)! 

Ox 


9 V 
dx 




(9.45) 


Substituindo es 


se resultado nas 


(9.44) e (9.43), obtemos o teorema d 


e Ehrenfest 








a 




(9.46) 
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Classicamente, a forca /" que atua sobre a partfcula num. campo de energia 
potencial V(x)6F=-dV/dx, de forma que as (9.42) e (9.46) implicam que os 
valcrcs cipcrado:, okedcccm a 2° lei de Newton, resultado inteiramertte conforms 
ao principio de correspondSncia. 

Entretanto, esse resultado de per si esti longe de dar conta das sutiiezas en- 
voLvidas na transicao entre a mecanica quantica e a mseaniea classica. Ele nada dis 
sobre as flutuagoes nem sobre as diferencas conceituais e de interpretagao; em par- 
ticular, sobre o que acontece com o estado qitanri-o de am sistema ern confronto 
com o conceito classico do estado. 

9.& Aufofun^ees de memento 

Uma autofuncao do operador momento (9.37) e definida por 

\py p (*) = - ih '^ JL = PVA X ) : (9.47) 
. ax 



onde p e o atitovalor. A solucao dessa equacao diferencial e 



que e uma onda plana de momento 



= hk (Uo «J p «§ oo| (9.49) 

ondep pode tomar todos os vaiores reais. 

A (9.49) € a relacao de de Broglie (7.54] entre momento e mimero de onda k. 
A (9.48) da 




(9.50) 



de forma que y,, (a) ?;£.o represent!'. rcLUiTicrr.c u.;rs cstitdo qu;'i:"]t:co aecitavel, por- 
que psrffi .>{.y nonv.c.V.i.ada: a integral de normalizacao !.>'."'; dr-srgi. 

Sabemos sfedvamente que uma onda plana e uma ideaiizacao, um caso limite. 
Do ponto de vista do principio de incerteza (9.41), corresponded a a Ap = 0, o que 
rcqucr Ax -4 ou scia. indetirmlnacao complete da poslgSo: daf o valor con- 
stante da "densidade de probabilidade" (9.50). 



9.6 DwsicSsdedecor/entedtprotalidade 
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Embora a (9.48) represente uma "autofuncao impropria", as ondas planas, co- 
mo na dtica, representam uma idealizacao extremameate conveniente. Vimos para 
os est ados de polarizacao que os autovetores de um observavel formam uma base, 
ou seja, que e oossi'vci cxpandir qualquer vetor de estado como superposicao dos 
autovetores. 

Apesar do carater improprio das autofuncoes do momento, essa propriedade se 
generaliza para elas: qualquer funcao de onda normalizdvel (representando 

portimro um estado qjantico aceitavel) pode ser expandlda em termos das (9.48): 



onde a soma sobre todos os autovalores corresponde aqui a uma integral sobre toda 
a reta, 

Na analise matcTnatica. a (9.51) corresponde ao que se chama de expansao em 
integral de Fourier, e e poss'fvel dar expressoes exptfcitas para o calculo dos coe- 
ficientes c(k). 

O conjunto dos autovalores de um operador charaa-se espectro desse operador. 
[Por exemplo, pela (8.90), o espectro de ^ para o foton e discrete/, formado pelos 
autovalores ( — % , + T\ )]. Tanto para x como para p encontramos um espectro con- 
tinuo de autovalores (x e p podem assumir qualquer valor real). 

9,6 ^ensidade de corrente d® prels^gsilidcads 

Vimos na Sec. 9.2 que ha conservacao global da probabilidade: 



Entretanto, ha tambem uma lei de conservacao local, anaioga a equacao da con- 
tinuidade na hidrodinamtca e a conservacao local da carga eietrica. 
Saoemos que a densidade de probabilidade p ( x , t ) 6 dada por 





(9.52) 



Logo, 



(9.53) 
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|£ = | ? [ ¥ '(x,,) V (x,,)j = w|S + it v m 
Usando a equacao de Schrodinger (9.15), isso da 



Sp _ 



, 3 2 if/ 9 Z ijr* 



Imi dx\ Si Si T l 



9/ Si 



(9.54) 



/ v h , Sw Sw 



A (9.54) e a versao uni dimensional da equacao da continuidade 



(9.55) 



(9.56) 



e representa a lei de conservagao da probabilidade. 

Com efeito, integrando ambos os membros sobre um segmento de reta entre 
Xi e *2 , vem, com x\ < xt , 



- ] P (i, i)ix = J |i (i, i)ix = y (*,, 0 - 1 ft, r) 



(9.57) 



3*7 



ou seja, a taxa de decrescimo, por unidade de tempo, da probabilidade de encomrar 
a partfcula entre x t e x 2 , e igrtal ao fluxo de probabilidade, por unidade de tempo, 
que sai por x 2 , menos aquele que entia por x t . Logo, j(x.t) dado pela (9.55), 
represent;! a car rente, de. probabilidade (cm uma Uinieusao, a densidade de corrente 
se conftinde com a corrente, porque o "fluxo" e tornado atravfis de um ponto). 

Em particular, fazcndo x\ — > - °= , x 2 — » ™ na (9.57), e observando que j deve 
tender a zero no infinite para vetores de estado normalizados, recttperamos a lei de 
conservacao global (9.52). 

Exemplo 

Vamos calcular j para a autofuncao do momento (9,-18): 




(9.58) 



que corresponds a expressao bem conhecida da corrente associada a um escoa- 
mento com densidade p e velocidade v. 

As consideracoes precedentes se aplicam ao caso gcrai da cquacao de Schrodin- 
ger na presenca de um potencial V. Vamos considerar agora panic ulas livres (V - 0). 

9.7 Parficulas livres 

Para particulas livres em imra dimensao. a equac&o de Sclirodinger fica 
j 3 \\i _ p 2 _ ft 2 d 2 ~y 
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Esxadas esuicioncirias 
Pelas (9.12) a (9.14), temos, para urn estado estacionario de energia E, 



(9.60) 



onde 



2 m tf^ 2 V 



I rf^ 2 



Como a energia e puramente cinetica. podemos escrever 



! E = , com p = -t-JlmE 

\ 2 m. 



(9-61) 



(9.62) 



e a (9.61) flea 



(9.63) 



cuja sotucao geral e 



i <P £ 



(9.64) 



que e uma superposicao de autoestados do momento. 

Temos aqui o !° exemplo de degenerescincia: t;ada autovalor £ > 0 6 dupla- 

rtii'nte degemrndn, r.rvm diiat fiiitnfimrnM linPATmente infieps ndMitP.s (+/i f — p). 
correspondendo a possibilidade de a particula se mover para a direita cm para a 
esquerda, com a mesma energia E. 

Como as autoftmcoes do momento, ®e(x) 6 uma auiofuiicao imprdpria, nao 
normalizavel. Uma interpretagao possfvel dos resultados, por exemplo de 



(9.65) 



e que representa nao uma part£cu!a unica, mas urn feixe estaciondrio de partfculas 
de momento +p e de energia E (feixe monoenergetico): A densidade de parttculas 
no feixe e 
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P - 




(9.66) 



e a densidade de corrente de particuks no feixe e dada pek (9.58), j = p v = p pJm. 
Podemos pensar numa experieucia com o feixe como am grande numero de repeti- 
coes independentes de ulna experi6ncia com uma unica particula. Analogamente, a 
(9.64) representa, nessa interpretacao, a superposicao de dois feixes de particuks 
livres, urn viajando para a direita e o outro para a esquerda. 

Pacotes de ondas 

O estado mais geral possfvel de uma particula livre em uma dimerisao e obtido 
tomando uma expausao nas autofuncoes da energk (estados estacionarios) como base: 



onde os autoeslados do tipo C ( C_) correspondem a integral de 0 a °° (de -w a 0), 
e E - /?V(2m). 

Pela teoria da integral de Fourier [cf.(9.51)], podemos representar dessa forma 
qualquer estado normalizavel. A Regra II indica que \C{p) I" dp deve ser propor- 
cional a probahilidade de encontrar a particula com momenta en' re p ? p 4- dp. 

Urn estado normalizavel da forma (9.67) chama-se um pacote de ondas de 
particuks livres. 

O principio de correspondencia sugere que se possa empregar um pacote de 
ondas para representar uma particula aproximadamcrrc iocaUz&da. 

Os exemplos de pacotes de ondas eletromagricncas anaiisados na Sec. 3.6, on- 
de discutimos a relacao entre tempo de coerencia At c largura espectral Am, ob- 
tendo, na (3.49), Am At - 2 ir, podem se.r aplicados a (9.51), pois, cm ambos os 
casos, trata-se de uma integral de Fourier. Basra subsiiiiiii- i — » x. e to — > k [cf.(3.52)]. 

Infcrimos entao que, se I c ( k ). I tern um pico de largura A k, com centra em 
k, e I <p ( x ) I" tern um pico de largura Ax, com centra em x, deve ser (fig. 9.2) 




|lc(k)l 2 




'•P(x)l 



/ 



Fig. 9.2 Larguras de pacote em x e k 
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; Ax A t ~ 2% 



(9.68) 



Como £ = p/U [cf.(9.49)i, a (9.63) eqnivalc a 



A .< A p - ?. K h n 



o que 6 consistente com a relacao de incerteza (9.41) e fornece urn 
rfstica alternativa dessa relacao. Para isto, interpretamos Ax e Ap 
tezas (flutuac&es) ern a- e p, respect ivamente, no pacote de ondas. 
Analogamente, podemos esperar que seja 



(9.69) 
. deducao heu- 



(9.70) 



e podemos usar a (9.67) para estudar a evolucao temporal do csntro de um pacole 
que, para t - 0, 6 dado pela (9.51). 

Reescrevendo a (9.67) sob a forma [cf.(7.59)J 

JcC*)^"" 0 dk ,c(k)=kc(p) (9.71) 

a relacao entre mete dada por 



p- _(»*y 

1m% 2m% 



2m 



(9.72) 



de modo que a velocidade de fase m/k varia com k (:. com o comprimento de 
onda): ha dispersao. 

Vimos no esmdo da interferencia (superposicao) de ondas [Fts. Bds. 2, Sec. 
5.5(c)] que, nesse caso, o pacote de ondas se propaga com a velocidade de gmpo 



» t (i>). 



(9.73) 



(9.74) 
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o que e consistente com o teorema de Ehrenfest: o pacote de ocdas se propaga com 
a velocidade media da particula. 

Entrcianto, dcvido a existcncia dc dispersao. o pacote inicial tende a defor- 
malize ao longo da propagacao. Aicrij disso, a irtcerteza de velocidade Ap/m, para 
partfculas livres, implica numa incerteza adieional - (Ap/m } t na iargura Ax do 
pacote apos um tempo t, on scja, ha urn alastramento do pacote de ondas. 

9.8 A equafdo de Schrddinger tridimensional 

Para o movimento tridimensional de uma particula de massa m, a fimcao de 
onda continua obedecendu a equacao de evoiucao (9. 16), mas o 2° membra agora 
6 dado pela (9.14): 



Esta e a equacao de Schrodinger tridimensional dependente do tempo para uma 
particula nao-rek:i\i'txa. 

A der;sk-:adt' de >j"obabUi.dade e dada pur 




(9.75) 




(9.76) 



com a condicao de normalizacao 




(9.77) 



onde a integral e estendida a todo o espaco. 
A definicao do conjugado hermiteano e 



(9.78) 



O operador de posicdo x e delrnido por 

x Vjf (x, ;) = S*|* (x, 0 



(9.79) 
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s o operador momento p por 



p 2 = -fi 2 A 
Analogamente a (9.40), temos 



£1 = -*1, 

2m 2m 



Os observaveis (.*,.y,z) [ ou (f*,.Py,ft)] sao compatfveis. pois estao asso- 
ciados a graus de liberdade independentes: 



.i] = [i. «] = [,. = *] = [a.a]-[* .A] = o 



As (9.82) e (9 S3) sao as regras de comutacao canonicas de Heisenberg. 

A lei de conservacao local da probabilidade se oblem de forma analoga a 
(9.54): 



Temos (Fh. BMs, 3. Sec. 4.6) 

div (iu* V - i|f* div (V l|l) + V l(/" ■ V y 



(9.85) 
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Tntereambiando «-» \|/ e subtraindo membra a membra, resulta 

div (\jf*Vv-i|rVV)= v*A.V^V4» k (9.86) 
de modo que a (9.84) da 

| S + div j = o j C?J!3 

onde a densidade de corrente de probabilidade j 6 dada por 



que se reduz a (9.55) no caso uni dimensional. 
Um autnestadn do momenta YpC^), com 



P ^ p (x)= -iaVv p ( g) = py,fe)~~| 



pois, como 6 facil verificar, 

grad( e ' ks )= ike'" 11 " (9.911 

Qualquer fun^ao de onda normaliz&vel pode ser expandida em autofuncies do 
momento, 



V(x)= JvW e'" k *tf a S 



Esta integral de Fourier tridimensional generaliza a (9.51). 

Os estadoa estacionarios da equac&o de Schrodinger para partfculas livres 
['V'(x) - 0] sao da forma (ondas planas monocromaticas) 
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De=eneresc5iicia infinira: 
k aponta cm qualquer direc 



A solucao geral da equacao de Schrcidinger para particulas Irvres e um pacote de 
ondas tridimensional, que generaliza a (9.67): 



K M=j>fey s " ) "<"-Vj> 



que se reduz ao pacote iniciai (9.92} para 1 = 0. 

As regras de coniutacao i;aiicjnicas (9.82) implk aui 

Ax A p :< > - h , Ay A p r > - fi , A; Ap, i 



ao passo que todos os demais pares de observaveis podem ser determinados con- 
jmrtamerite com precisao. 

Podemos visnalizar a origen desses resnirades alliance- experimented conee- 
btveis para loeaiizacaj dc uma partfcula. 

(a) Diafragma 

Poderiamos tratar dc localizar a posicao 
ntirria dada dirccflo j fazendo um feix.e de 
eletrans (por exemplo) mcidir perpendi- 
calarmenTe sobre um diafragma de largu- 
ra d na direeao x (fig. 9.3), o que levaria 
a uma incerteza 

(9.97) 




Fig. 9.3 Locslizagao por um disfragma 



na cooidenada a dos cIcuojs :[ue anavei- 
sam o diafragma. Entretanto. embora se 
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pudesse ter p x = 0 ( .'. A p.- = 0) flnre.? do atravessamento, isto deixa de ser ver- 
dade depois, devido a difracdo (propriedades ondulatorias do eletron). 

Com efeito. conforme vimos no tratamento da difracao pot uma fenda (Sec. 
4.7). a abertura angular do feixe difratado e - 8o ; onde [cf.(7,55)] 

sen 0 O = - - — (9.98) 
4 pd 

o que leva a uma incerteza em p : da ordem de 

An. ~ » sen ft, - - (9.99) 
Combinando as (9.97) e (9.99), resulta 



Ax A Pv - h 1 (9-100) 



(b) 0 "microscopic" de Heisenberg 

Podsriamos tentar localizar o eletron nb- 
servando-o num. (super) microscopio. En- 
iretanto. devido a. natureza ondulatoria da 
luz, como vimos na Sec. 4.8, a localiza- 
cao nao pode ser mais precisa do que o 
poder sepamdnr do microscopio, dado por 

A % (9-101) 
scn9 

onde % e o comprimento de onda da luz 
empregada e 6 6 a abertura angular da 
objetiva (fig. 9.4). 

Por outro lado, devido a natureza corpuscular da luz, o espalhumento de luz 
pelo eletron modifica seu momento. Para minimizar a transferencia de momenta, 
podemos espaiiiai urn unico fdton. 
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Mas nao sabemos em que direcao, dentro do angulo 9 de abertura da objetiva, 
o fdton sera espalhado. Logo, M uma incerteza A p. na componente x do momerito 
do foton espalhado, dada por 

A Pl - pstenfl = tUcixm® = ^senO (9.102) 

Pela conservacao do momenta (recuo), essa e tambem a incerteza A p s na com- 
ponente p x do eletron. As (9.101) e (9.102) dao 

j Ax A Pj ~ Inti = h | (9.103) 



PROBLEMAS 



I. Demonslre (]ue 



[-3, «c]=[i, b]c + b[a, c\ 



2. Use a relafao do Problems 1 para calcular^i. ^Tj a P art >r de \ x : — 



3. Calcule 



para n inteiro. 
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4. Os operadores de paridade Pe de rranslai;do por u, T a , em uma dimeasao, 
sao definidos por 



Py(z)= qi(-x), !>(*) = tpfc+a) | 



Calcnle os hermiteanos conjugados de P e de 7"„. 

5. Calcule p e j para o estado estacionario de energia E de uma partfcula livre 
We ( x > 0 - [ c + ex P ('P* / s ) + c - es P Hp-* / fi )] es P H £f / h ) 



6. Para a equacao de Schrodingsr tri dimensional (9.75), demonstrc o teurt 
z Ehrenfest 



7. Demonstre qtie se A 6 um operador hermiteano, 
em qualquer estado 



8. Para o mo vim en to nnm potencial unidimensional V{jt), demonstre qui 
qualquer estado i|r, 



lO 

SISTEMAS 
QUANTICOS 
SIMPLES 

VamoK eonsiderar agora rana serie de exemplos simples de sistemas quanti- 
COS, a fim de ilustrai alguns ei'eitos quant i cos importanles. Em cada caso, faremos 
ufo. dentro de suls HinitEiCOCS, ri;i relacSn crm h -necliruza classica, bem como da 
analogia dtlco-mecairica c da imagem ondulatoria classica. Discussoes mais com- 
pletas sao dadas era cursos de fisica atomica, fisica nuclear, fisica da materia con- 
densada, etc... 

10.1 Estades estacionarios em uma dimens®® 

Conforme vimos na Sec. 9.1, um estado estarionario de energia E 6 descrito 
por uma funpao de onda 



onde 




(10.1) 



(10.2) 



ou seja, <p £ 6 uma autofimcao de energia E. O conjunto dos autovalores de H da 
n e.spectro de energia 6.0 sistema. 
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Para o movirneiito num potsncial umdimensioaal, a (1 0.2) fica (omitindo o 
fndice E ) 

-J^'-j' f: *- 'l** < 10 - 3 > 

onde ka seria o numero de onda na ausencia do potencial (V = 0). A (10.3) 
eqaivale a 

^ + n-(,)t',, f .o\ (10.4) 

onde 

[''H-l- 1 !] (10.5) 

e o qnadrado do iWitre i/e refracao na analogia otico-mecanica [cf. (7.64), (7.65)]. 
Na mecanica classics, para iima partfcula de energia total E dada, 

£""«=^P 2 W (10.6) 

e a energia cinetica da parUcu.iu na poil^uv x, juuiaiiLo que scja E > , cast) 

em que a posicao x e acessivel ao movimento da partfcula (regiao classicamente 
permitida). 




Fig. 10.1 Pontos de inversao 



Vimos ineccrdca cldssica (Ffs. Bas. 
I, Sec. 6.5) que, num potencial V (x) 
como o da fig. 10.1, as regioes permi- 
tidas variam com a energia E da partf- 
cula. Para uma energia E, > V{x) 
para V(j) , a reta toda e permitida e o 
movimento c iiimhado. 
Ja para E - E 2 (fig. 10.1), ha urn pon- 
to xq onde 

\k =yfe) (io.7) 



10.2 Degrade potendiil 361 



que se chama ponto de inversdo ou de retorno, oilde p{x) se artula e troca de sinal: 
o movimento da partfcula pode ser ilimitado d esquerda mas ela nao pode ultrapas- 
sar xq : se vier de- » , ela inverte o sentido do movimento ao atingir e retorna 
a — ™. 

Para uma energia E = E~, (fig. 10.1), o movimento e confinada a regiao entre 
os pontos de retorno A"i e x 2 : a particula ojciZo mdefinidarnerite entre esses pontos. 

Ja se pensarmos do ponto de vista da otica andulatoria, numa regiao oade n(x) 
6 constants, com E > V (regiao permitida), a solucao da (10.4) e da forma 

<p (s) = V V + A_«"'" nM (j0 " 8) 

representando ondas que podem propagar-se nos dois sentidos. 

Emretanto, se E < V (regiao classicamente proibida), com n < 0 na (10.5), 
podemos tomar 



n = tr\.i\ real ! (10-9) 



e ainda existem solucoes do tipo 



<?(x)=A ± e^ 



(10.10) 



que sao exponenciaimente atenuadas para a direita on para a esquerda. Encontra- 
mos solucoes desse tipo, chamadas de ondas evanescentes, no ettudo da refiexao 
total (Sec. 5.10.). 

10.2 ©©gran «§® potential 

E o poiencial 



0 (x < 0 = regiao 1 ) 

V (constante) (x > 0 = regiao 2) 



(10.11) 



Podemos tomar V > 0. 



Fig, 10.2 Uegrau de xra'OR: 



Podemos pensar em V(x) como limite 
de um potencial V{x ) em que a transicao 
entre os dois valores da (1 Q.I 1 ) se da de 
forma contfiuia, nurna regiao 
-£<a-<e(£>0) , quando B i 0 
(fig. !0.2). A forca cISssica 



(10_12) 



e o limite da forca F { x ) , e representa (fig. 
1 0.2) uma forca impuisiva. que no limite e - 
0 para x ^ U e - » p/ a : - 0. 



Fig. 10.3 MoviniBnto classico num dsgrau 
de poiencial 



■x cldssica : a forca F(x) < 0 
tenderia a reduzir o momento p de uma 
particula que se movcsse da esquerda pa- 
ra a direita, no momento de sua passagem 
pela origem (desaceleracao). se a energia 
E da particula e> V [fig. 10.3(a)]. O mo- 
mento da particula Etas regiocs 1 e 2 e da- 
do nesse caso por 



\P\=y 



p 2 = pm(E- V) < P] 



(10.13) 



(a) 



Se h' > V [fig. 10.3(b)], a origem e um panto de retorno: a particula, vindo da 
regiao 1 com pi > 0 , sera "totalmente refletida" em x - 0. 

1 ^ Do ponto de vista da aaalogia com a dtica, 

no caso (a), terfamos um indice de refra- 
cao relativo nn - Pi/p\ < 1, e uma onda 
incidenie vinda da regiao 1 seria partial 

f 1 No caso (b) : como nas (10.9) e (10.10), 

haveria reflesao total, mas com uma onda 
evanesccnte (exponencialmente atenuada) 
no meio 2 ("oticamente menos denso"). 



Fig. 10.4 Analogo ciico do degraii 
de potencial 
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Vejamos agora o que acontece na mecanica quantica. 

| (a) E > V | 

Nesse caso, a equacao de SchiOdinger (1 0.4) na.s regioes 1 e 2 fica 



drcf> 



^ + ^<p 2 = 0(x>0).^ = 



(10.14) 



Para definir uraa solucao, lemos de especifiear condi$oes de contorno. tanto no 
(Vi/outo + como na orige/w ( r - 0 ) , onde V"(*) e desconlnmo. 



Condicoes no infinito 

Como na mecanica classica, podemos ter uma parlicula (ou feise de particu- 
las) incidents da csquerda para a direita (neste caso D = 0) on vice-versa (ncstc 
caso A 0). O caso gcral e iitna superposicao dos dois, e basta considerar o I." 
caso, em que A e dado e B e C tSm de ser obtidos: 



9, fx)- + 

incidents refletido 

q>, (x) = C e* v (iransrnitido) 



(10.16) 
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O fato de haver duas solucoes indepeiidentes com a mesraa energia E (urns 
com D — 0 e outra com A — 0) corresponds a meima duplet degenerescencia \& 
encciitrada para partfculas livres: a possibilidade de movimerito em dois sentidos 
opostos. 

Condicao de contorno em X = 0 

O potential V(i) 6 descontr'nuo em ,( - 0. 

Por outro lado, como a solucao e estacionaria. a (10.1) da 



ou seja, a densidade de probabilidade e independence do tempo (estacionaria). 

Se tomarmos eutac, na (9.57), _*> - e , x\ - - e , com £ > 0 arbitrariamente 
pequeno, vem 



A corrente de probabilidade deve permanect'r corini.ua na origem. apesar da des- 
cominuidade do poiencial (por isais forte razao, isto vale em V ouiru pontu x). 
Isso implies, pela expressao de j, 



(10.17) 




seja. fazendo e -l 0 (por "valorcs positivos). 



(10.18) 



<Pi (-*>) = <P 2 (+0) 



(10.19) 




ou seja. a funaao de onda e sua primeira derivada em relaqao a x devem ser 
contfnuas. 



10 ; Ds 3 i=i: ce sccental 365 



Pelas (10.16), isso <M 



ik t (A-B)=ik 2 CiA-B 



B _ | - A, 



= amplitude de reflexao 



C = 2£ t = 
A fc, + /t. 



amplitude de transmissSo 



Pela (9.58), as correntes 
(10.16)1: 



e transmitida sao dadas pot [cf. 



/i»=|^|\.i rt =HBfv, .ju.=-]e|\ (10-21) 

onde vj - hkj/m (J - 1,2 ). Na imerpretacao em tennos de feixes de partfculas, as 
correntes sao proporeionais aos numeros por unidade de tempo de partfculas inci- 
dentes. refletidas e transmitidas, respectivamente. Logo, as probabilidad.es de re- 
flexao ( t ) e transmissao ( f ) sao dadas por 



e as (10.20) dSo 
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U + 1 2 



4t, *, 



(10.23) 



qu; saiisfazem a 



(10.24) 



nonforme deveria ser (soma das probabilidades - 1). 
Em termos do "fndice de refracao" relative 



(10.25) 



a (10.23) da 



que sao identicos a refletividade e a transinissrvidade de uma interface entre dois 
mcios tmnsparcntcs na incidaicia __ [cf. -5.72)] 

Temos entSo urn efeito tipicamente qualifier censfqiiennia das propriedades ondu- 
latorias das particulas: na mecanica classic?,, uma partfcula com E > V e "totalmente 
transmitida 7- , ao passo que quanticamentc cla tern uma probabilidade > 0 de ser reflelida 
(embora tenlia energia suflcienic para ultrapassar o degrau de poiencial). 

Em particular, se fpr ( E - V) « V, ou seja, se a energia estiver rrniito pouco 
acima do topo do degrau, a (10.14) mostra que sera p 2 « p x (a partfcula e forte- 
mente desacelerada pelo degrau, na mecanica classics) e a (10.23) => r - 1, ou 
seja a reflexfio e quase ioiai. situcLcao tfpica para uma onda numa descontinuidade 
forte (para E » V, temos r 0; a partfcula quase nao e" afetada pelo potencial). 

(/>) 0 < E < V 

Nesse caso, a solucao anterior continua valendo, mas temos de tomar, na 
(10.14) [cf. (10.9)1, 



H 367 
(10.27) 



ft ft 

de modo que a 2. a das (10.16) da 



Mas o sinal inferior e inaceitavel pois corresponde a urn crescimenw exponential 
para .t -» ». Logo, 



que corresponde a uma onda evanescente. 
A (10.20) da 



^ - ' 


k. 


k, +i 


k, 



(o quociente de dois compiexos conjugados 6 um fator de fase). Subslituindo r 
(10.22), 



i seja, temos neste caso reflexao total, como na mecanica classica. 
Levando a (10.29) na (10.16), obtemos 



ou ainda, como q>i (0 ) - (pi { 0 ) , 



9i (*) = cos ( k i x + n) 





A 




A 




f\ 




r 


V 








\l 




w 

u 




n 




0 



Fig. 1D.5 PsneLracSo na reciao proibida 



mostrando que a solucao na regiao 1 6 
uma onda estaciondria (interferencia en- 
tie incidents e refletida), que penetra na 
regiao 2 (fig. 10.5) corao uma oada eva- 
nescsnte. analogs as que enconrramos na 
refkxao total (Seg. 5.10). A profundidade 
de penetracao e da ordem de 



i _ a 

\k 2 \ pmiy-E) 



lanto maior quanto mais proxima esdver a enertsia do tcpo do degrau, E = V. 

Temos portanto uma probabilidade ^ 0 de que a parttcula seja encontrada na 
regiao ctassicamente proibida. E < V. Esse e um efeito tipicamente ondulatorio. 
Corao na reflexao total, a solucao eatacionaria nao permite vet como ocorre a pene- 
tracao na regiao proibida: para isto. tenamos de conslruir um pacote de ondas. 
supeipondo diferentes energias (incluindo solitcoes com E > V, para as quais a re- 
giao e permitida). 

Observamos ainda que. para E < V, nao eastern, sohicoes com particular inci- 
dentes da regiao 2 para a I, de modo que. nesle caso. os autcvalores da energia nao 
sciv de.generados. 



Eimlte de pnrede hnpenetravei (V 



«0 



Se fizermos V — > ™. a (10.32] mostra que a profundidade de pcnetracao — » 0, a 
(10.28) que <pz(#) -i> 0, e a (10.29) que B/A -> - 1 (r\ > tz/2% de forma que 
as (10.16) ficam 



(10.33) 




Fig. 10.S Parade imccr.cVav;: 



correspondendo a condicao de contorno 
: \j/(0,r) = 0 (10.34) 

associada a uma purs.de impenetrdvel 
(fig. 10.5). Nesse caso limits, a derivada 
dty/dx e descontmua na origem. 
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Pwticula eonffiisisslg 

Na Sec. 10.2, ilustramos soluc5es dos iipos £1 e E 2 da fig. 10_1, corresponden- 
tes a movimentos ilimitados, earacterfsticos de processes de espalkamenlo, em que 
a energia tem um espectro continue. 

Vamos ver agort . .■■■<.. .■ i ■ ■ ■:!■■■ .: ■■■ ■ ■ em qua o mavi- 

mento da partfcula e confinado a uma regiilo limitada do espa^o: classicamente. e 
um movimernc oscilalorio. 



| (a) Pariicula nurnu calxu mil dimensional | 

Corresponde ao potencia! 



= 01 — < x < - 



(10.35) 



Fig. 10.7 Caixa de parsces irrpenetrsvgis ilustrado aa fig. 10.7. 



Na mecanica classics, poder'amos pensar nama bolinha que oscila entre duas 
paredes impenetraveis, colidindo e sendo totalmente refletida por cada uraa delas. 
A largura da caixa e a. 

Do ponto de vista de ondas ciassicas, temos propagagao entre duas paredes 
totalmente refletoras. 

A funcao de onda <p(x) so e * 0 dentro da caisa, onde satisfaz 

^'"■'°¥ 

Nas paredes, pela (10.34), devem ser satisfeitas as condicdes de contorno 




(10.37) 



A solu$So geral da (10.36) e 



9 (x) - A/ 1 + Be itx 



Para aplicar as (10.37), e conveniente introduzir a notacao 



(10.39) 



As (10.37) ficam entao 



zA +z B = 0 



z A 4- zB = 0 



Para que esse sistema homogenso nas incrianitas A e B tenha solucao nao-trivial, 
tem de ser 



; z 2 - i' 2 = e ik ' - e' K " = 2 i sen (to) 



3 que so e posuwel para 



*=*, = — (n = ±l,±2,...) 



(10.41) 



(10.42) 



pois n = 0 daria <p{x)=A + B = 0, solucao trivial. 
Logo, 



! ? = z n = e 



±1 (« par) 
|± i (rc Impar) | 



Para n par, z e real, de modo que as (10.40) dao, juntamente com a (10.38), 
A + B = 0 I A = -B | 9, (*) - A V*"-" - e" ii; - 1 j 
e « fmpar, 5 - ~ z } A - B = 0 { A = 5 J (p (i (*) A (V*' 1 + e J 
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71 = 1,3.5,... {tp„ (a) = «„cos(i,-i) 
ii = 2,4,6,... {cp„(i)= A'; sen (i, jrj 



onde JV„ e JV,/ sao faiores de normalizacao: valores riegativos de n nao dSo a 
t'uncoes novas. 

Pela (10.36), os auiovalorcs correspondences da energia sao 



fa =1,2,3,...) 



Propriedades das sotucdes 
(i) Espectro discreio 

Na mecanica classics, uma pam'cula poderia oscilar entre as paredes com qiial- 
quer energia if > 0. 



Quanticamente. o espectro de energia 6 
discrete: a energia i quantizadci, podendo 
assumir somente os valores (10.45), que 
dao os mveis de energia da partfcula (fig. 
10.8). Para eada mvel, ha uma so auto- 
fun^ao independents, ou seja, os niveis 
yio niio-degenerados. 

O espectro discrete e caracteristico 
do confinatnento. 



Fig. 10.8 Niveis de ene'gia da particula confinada 



(ii) A "mcrqia de inceyicza'' 
A energia minima que a particula podc ter (eslado fundamental) 6 



(10.46) 



Vamos ver que essa energia. vr^'rima esia .issnciada ao princfpio de incerteza. 
Com efeitc, as paredes impenetraveis confinam a particula a regiao I x\ < a/2, de 
Forma que a incerteza na posicao da particula e 

(10.47) 



\Ax < a | 

Pela relacao de incerteza, isso implies numa incerteza e 
1 

e numa energia minima (a energia da partfcula e puramente cinetica) 



A (10.46) e dessa ordem de grandeza. Logo, a energia do estado fundamental pode 
ser pensada como '''ent/yiu de ioculizacitu" uLt "energia de incerteza". Note o ca- 
rater "positivo" da relacao de incerteza. 

(iii) Autofungdes 

As (10.44) mostram que as autofunc5es 
(fig. 10.9) sao id&iticas aos modos nor- 
mals de vibracao de uma corda vibrante 
presa nas extremidades (Fis. Bas. 2, Sec. 
5.7), que satisfazem exatamente a mesma 
eq. { 10.36) e as mesmas condicces dt 
contorno (10.37). 

O carater discrete do espectro de os- 
cilacoes 6 caracteristico das ondas confi- 
nadas {membranas vibrantes, cavidades 
ressonantes): e uma propriedade ond.ul.a- 
toria. Como de Broglie havia observado, 
essa e a origem dos nvimeros inteiros nos 
Fig. 10.9 Autofungoes da particula confinada autoyalores da energia. 
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(iv) Numero de nodos 

Nao contando os nodos (zeros) nos extremos ± a/2 , veraos que a funj'ao de 
onda do estado juntiau>cn;al (n - ]) nao tern nodos; para o estado E B , que 6 o 
( n - I ) - esimo estado excitado, ha (:« ■ — 1) nodos. 

Intuitivamenle. a razao desse resultado 6 que funcoes de onda com mais nodos 
oscilam mais, portanto tern momento (proporcional ao gradiente) e energia cinetica 
mais elevados. 

(v) Paridade 

Com a escolha de origem que fizenios, o potencial (10.35) e uma funcao par 

de x: 

\v(-x)=V{x) | (10 .50) 

Como d 2 /dx 2 nao se altera pela transformacao x — * — X , o mesmo vale para o 
tiamiltoniano 



H(-.)=H(r) (1051) 



Logo, 



ou seja, cp?.-(— x) e um;i Eiitof'iinjao ass cirri Kris so mesvw valor E da energia. 
Como as autofuticoes, nesse caso, nao sao degcncradas, isso impiica 

onde A. e uma constantc. Trocando a- por —x, vein: rp f (.t) = X.<pt(--t), e, substi- 
tuindo na (10.53). 

q>, (-x) = X 2 <p £ (-a) { At = 1 { X = ±1 (10.54) 
Levando na (10.53). 



(10.55) 



Logo, as autofuncoes tern paridade definida, isto e, sao nccessariamente pares 
ou impares, como conseqiiencia da invariancia do hamiltomano na transfonnacao 
(10.51) {x > r) . Efetivamente, na (10.44), w wrepa/- leva a autofuncoes pares 
e n j?ar a autofuncoes impares [ <s r . (— x) = — q>„ (j: ) ]. 

(Vi) Ortonormalidade e "completeza" . 

Para calcular ox fatores de normalizaciao nas (10.44), usamos a condicao de 
:ii.jn:]Ltlizacao: 





= 1 



que leva a 




de modo que 



<p,M 



(10.57) 
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forrnam uma base oaonormal de funcdes (completa) no intervalo (-a/2 , a/2), 
permitindo qoe qualquer fungao (p(X) quadratic am en te integravel (normaiizavel) 
que se anula nos extremos desse intervalo possa ser expandida sob a forma 

or tie. os !-.oef:eieiite< tic expansao a., e /?„ se czlr'.ijbm pnreiandn sohrc os vetores 



(2« + l), 



&„ - ((p„ j cp) B nar - ^ j <p (c) sen x | d x 



Do ponto de vista matematico, a (10.58J lepresenta uma expansao em serie 
de Fourier, e as (10.59} dao os coeficieiues de Fourier dessa expansao. Trata-se de 
uma generalizacao ao espaco de Hilbert (uimensae nifmtta j da represeritacao de urn 
vetor em termos de suas componentes em eixos ortogonais. 

j (b) Parttcula sohre um aro circular j 
Como segundo exemplo de movimento cont'inado, vamps considerar urn 
si stem a quiintieo que seria o analogo de urna particula classica vinculada a se mo- 
ver sobre um arco circular (fig. 10.10) ue raio a (como uma conla que desliza 
sobre um aro) 



A coordenada que corresponde axe 

U- £fj (10.60) 

o arco de circido descrito pela particula 
apos percorrer um angulo $ a partir de 
Fig. 10.10 Particula num aro circular uma direcao fixa. 
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Por cons egui rite, o que corresponde aqui ao operador momenta e 




(10.61) 



Si]pomos que, alem do vinculo, nenhuma outra forca atua sobre a partfcula, de 
modo que o hamiltoniano e o de lima partfcula livre ao longo do circulo, 



a 1 .2 tf a 2 



O sistema, nesse sentido, ainda e unidimensionaL mas a diferenca com a rata 

if possa crescer indefinid amenta, ds pontos if e $ + 2 j K ( j = ± 1 , ± 2 , ... ) cor- 
respondem ao mesmo ponto do espaco, de forma que podemos impor Lima condicao 
de periodic idade a funeao de onda: 



\ V fy + 2jn)= V (i,) (; = ±1,±2,...) (10.63) 
Procuremos inicialmcntc os autxyvalores e aut.oestados do momenta p 

h (*) (10.64) 

oude estamos chamando de X os autovalores. Pela (10.61), a (10.64) equivale a 

a &f { dp ~\ n J * 

o que da a solugao 



(10.62) 



N sendo urn fator de normalizacao. 

A condicao de perie-cieidade (10.63), com j — 



1, da 



Vl (4> + 2 *) ^ exp { ^ % ^ a 'j ¥x (♦) = 0) 
exp 1 = 1 = exp (27t i n ) 

LP/ 



levando aos autovalores 



e as autofuncoes (jfi 



(^0 J± 1,...) 



^(*)--7=^ (* = 0,±L...) 



(10.67) 



que obviamente satisfazem a condic&o de periodicidade. 



Momento angular 




Se tomarmos urn eixo Oz perpendicular 
ao piano do circulo, passando pelo centre 
(fig. 10.11), podemos definir o opcradOT 
momento angular da particuta em rela- 
gao ao eixo Oz, por analogia com a me- 
canica classica, como 



Flo. 10.11 Momento anuular 
a (10.67) da 



3<b 



| 4v.(4»)=n*y,(+) (» = 0,±l,...) 



(10.68) 



(10.69) 
gularX, e 



Logo, as autofuncoes de p$ sao lambem atitoestados do man 
vemos que <? momenta angular e quantizado em unidudes de ft (caso especial de 
um dos postulados de Bohr); a quantizacao (especiro discreto) aparece aqui como 
conseqiiencia direta do confinamento a uma regiao finiia, expresso atraves da con- 
dicao de periodicidade da funcao de onda no angulo (j) . 
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Fiaalmente, como, pelas (10.62) e (10.68) 



H = 



1 



Imar \ J j 

s autoestados de / ; Eambem sao eslados eslacionarios, com 



(10.70) 



(10.71) 



onde qs autovalores da energia, como conseqiieric?a do eonfimirnemo, formam i 
espectro discrete. 



Ima- 



(10.73) 



ou seja, cada nfvel de energit e duplameme degenerado (exceto n - 0), com as 
duas autofuncoes indepcndentes y„ e ij/-^. 

Pis ic amen te, essas autofuncoes. correspondent aos dois sentidos opostos de 
percurso do circulo (como p e -p ao iongo da reta). 

Podemos entretanto substituir y„ e \|/^„ por du 
pendente;;. Em particular, 



W, - ^ sen (/i 



permitem definir oulro conjunto equivalentc dc autofuncoes de H. que nao sao au- 
tofuncCes de pe, nem de L. Se as tomarmos dessa forma, elas rerfio nodes ao Iongo 
do circulo (0 < <j> < 2jt), cujo mimero aumenta com a energia do nfvel. de forma 
analogs ao que encontramos para o confinamento entre duas paredes impeneiraveis. 
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10.4 Barraira de potencies! retangular 







V 










1 


2 




3 



Consideremos agora o potencial unidi- 
E 1 mensional 



'(■)= 



0 (x < 0) s regiao 1 

V > 0 (0 < it < a) = regiao 2 

0 (x > 0) = regiao 3 

(10.75) 



Fig. 10.12 Barreira retangular 



Temos duas situacSes possfveis: E = E' > V e 0 < E" < V: em ambos os casos, 
vamos considerar eslados estacionarios com urna particula (on feixe) vitido da 
esquerda (fig. J.0.12), e discutir a prvbabilidade de transmissao para a regiao 3. 



Vamos introduzir as notac-Oes [cf. (10.14)] 



ka = -J2 m E / fi 



k = 72 m (E - V) / ft 5 nkg 



As solucoes nas regioes 1, 2, e. 3 sao anaiogas as que \ 
potencial: 



Si, (x)= Ae' h ' +Be ,l ° T 
cp 2 (x)=Ce ;i *+a^ 



onde a amplitude de transmissao T , que estamos interessados em calcular, e de- 
finida por 



(10.76) 
s para o degrau de 



(10.77) 
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pois A e a amplitude da onda incidente. 

Temos agora dots pontos onde aplicar as condicoes de contorno: x = 0 e 
x = ts, com 



*t - x,\de~°'-e e - 

dx 



ik„Ee 



Vamos introduzir as notacdes 



' , z — >><" 



As condicoes de contorno dao entao: 



(10.79) 



% = cp 2 A + F = C + D 



IS. = ^Sl A _ B = A( C - D) = »(C - D) 
dx dx fe„ 




(10.81) 



As (10.81) permitem exprimir CeDem funcao de £: 
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*4*H> j 






D.ii („-!)£ 



Poi outro lado, as (10.80) dao: 



e, pelas (10.82), 



2 2/i z 



pemiidndo obter a {10.78): 



T - - = - 4 " 
" * " (, 



ua, pelas (10.79), 



t _ JHI- .„<*»-., 1 









Esse resultado tern uma interpretacao ffsica imediata. Lembrando as ex- 
pressoes (10.26) da refletividade r e transmissividade t do degrau de potencial. a 
(10.84) se escreve- 
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, A = 2ka 





u que currespoiide a.us it-siLhadLtv ■ aicloi j ...... 1 lis >d ■ . ut : i aos :.s fa\nja& de 

interference numa lamina defaces pamlelas (Sec. 3.4). 

Com efeito: o denominador 1 - re' 5 , onde r e o produtQ das amplitudes de 
reflexao nas duas interfaces (lembrando que a interface reflete igualmente hem dos 
dois lados) e A a defasagem para atravessamento duplo da lamina, neste casq cor- 
respotidendo ao que seria incidence- _ na mica, e exarameme o mosnio encontrado 
na (3.34), representando a soma de todas as multi-reflexoes inremas. O numerador 
contem f, o produto das amplitudes de Lransmissac para entrar e sair da lamina, e a 



Pode.m 



See. 3.4. Teremos para a probabilidade de trai 
■W _ *ol £ l _ 



de interferencia dada na 
Jotal) 



(10.851 



> que da, pelas (10-85) e (3.35), 



t 2 + 4j'sen 2 (k a) 



(10.87) 



Como na Se§. 3.4, 



A,- o = ./ n { A = 2 jn (interf. construtiva) { S" = ^ = 1 



- —J tu {A - (2 j I l)n (interf. destrutiva) { ft - :S mn = 



(10.88) 
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Na otica. □ mdice de refracao depende em geral da fieqiiencia co (dispersao). 
Aqui, analogamente : e preciso levar em conta que k depende da energia E . Pela 
(10.76), 



\ka = 1 j2n,(E-V)j (10.89) 



Fig. 10.13 Pooo -etsnguiar 



Emboia Lcnhanios tornado uma barreira 
na (10.75), a solucao tambem se aplica a 
estados com E > 0 para urn poco de po- 
tenclal remngular (fig. 10.13), basiamlo 
substituir 



tomando sempre V > 0 . O mdicc de r 
fracao fica 



[-(barreira) - « < 1 
[+(poco)= n > 1 



i (10.26), 



r cTv + Je J 



Vimos na otica que os picos de trajisniissao tornam-se estreitos quando r 6 
muito proximo de 1. Pela (3.37), a semilargnra de urn pico c da ordem de 

2e = 2(L- Q (10.93) 

A (10.92) mostra que r e proximo de 1 nas seguintes situacoes: 



(/) Barreira, 0 < E - V « E f- (pouco acima do topo) 
Poco, 0<£«V 



(10.94) 



Analogamente, pelt ( 10.88), os mmimos de transnissividade <; propotcionais 
a ( 1 — r que e pequeno nas mesmss situacoes f 10.94). 

Pelas {10. St) c flG.89). os maximos ic iransirns.iao corrcsjoiiQCiTi a energias 
Ay tais que 

^2m(E j +\')a /t, = j-% (j = l,2,...) 



(7 = 1,2,...) 



Como ti 2." membro cresce com _/"" , as (10. 94) so podern em geral ser satisfeitas 
para os valorem mais baixos de j . Para E » V, os picos tornam-se muito largos e 
o contrasie cntre maximos e mmimos e pequerio. 

O andamento tfpico de vj" como funcao de 
E para o caso de urn poco esta represen- 
tado na fig. 10.14. Em contrasts com o 
caso da otica (Sec. 3.4), nao ha pcriodici- 
dade em E e as franjas vao ficaiiUc cada 
vez mais largas e menos nftidas. O caso 
da barreira, com E > V, € atialogo. 

Os picos mais estreitos, para os va- 
lores mais baixos da energia, sao chama- 
dos de ressonancias de transmissSo. Qua] 




>. e Nuin liuiile cm uuc sc uvesse r — 1 (ic- 

flexao total nas interfaces x - 0 e jc - a). 
Fig. 10.14 Trarsmissividade em funcao da analgia os max imos de transmissSo em 

Ikj^jK/a (; = i,2,...)j (10.96) 



corresponderiam aos nfveis de energia discretos (10.42). 

Logo, os picos podem ser considerados como urn fenSmeno de ressondncia 
com essas energia?, da mesma forma que as ressonancias de ura tubo de orgao na 



10:4 B,iiretridepotercisl rsriaiigiiioi 385 



acustica, p. ex. (Fi's. Bus. 2, Sec. 6.4): a freqiiencia das "oscilacoes forcadas" coin- 
cide com a das "oscilacoes livres". 

| Para om poco, podemos pensar nas 

| ressonancias coino urn prolongamento 

^ espectro contmuo do espectro dis- 
crete de niveis de energia ligados (fig. 
10.15): no conU'nuo, cada ^'niver res- 
— 1 sonantc tern urua laiguta A /•' cm ener 

, » x g i a cor^spiindt^nc a (10.93) para os 

nfveis eMreilos. A orijjem dessa lar 
gura e a trans mi ssao para a regiao ex- 
terna [e - t na (10. 93)], como seria a 
extremidadc aberta no caso de um 
tubo de orgao. 

■ No espalhamento de eletrons de baixa 

energia {E ~ 0,leV) por atomos de 
Fig. 10.15 RKsonBndas como niveis virfuais g ^ nobr£s ^ ^ obscrvam _ se 

ressonancias de transmissao: para determinadas energias. os atomos comportam-se 
como se fossern praiicamente transparentes aos eletrons. Esse fenomeno, conhecido 
como efeito Ramsauer, e analogo ao que acabamos de disculir. mas seu tratamento 
adequado requer a teona do espalhamento tridimensional. 

I (b) 0 < E < V : Tunelamento (barreira) j 



Esse caso corresponde a energia E" na fig. 10.12. Como na (10.27) para o 
degrau de potencial, a solucao anterior permanece valida, bastando tomar 

! k 7 = = i^lmty - E) Ih^iK (K > 0) | (10.97) 



A 2. a eq. na (10.77) fica eatao 

I <p 2 (_r)= CtT Ki + De Kx (0 < x < a) \ (10.98) 

mas aqiii, ao contrario do degrau. nao se pode excluir a exponential crescente, 
porque .r nao se esiende ate t <*> (regiao finita). 
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Como na (10.9), tambem o "mdice de refracao" sc torna imaginario: 



• » - k , / k 0 ■ i K / k.. i ) 



(q > 0) ; 



(10.99) 



A com cssss ^.!l->s.--finc;r!=s, tica 



4iJ_ 
(-11 + 1)' 



i lima ''barreira csnc.-sa", supondo 
Ka » 1 I 



pois podcmos cn:ao desprez; 
que leva a 



> termo em e 



(10.101) 
denominador da (10.100), o 



(10.102) 



Pdas (10.97) e (10.99), 



v f ige '(v-e) ' 
, n 2 +i = ^ y- ^ ^ fi ; Cio.i 



Cias 



;e, urna part! cum c 

(proibida): sofreria reftexao total. Quanticamente, a partfcula pode "lunelar" atra- 
ves da barreira : a probabilidade de transmissao (10.102) - (1.0.103) e pcquena, mas 
* 0. 

Esse efeito de lunelamento 6 lipicamente ondulatorio. analogo a reftexao total 
fnisuudu (Sec. 5.9). Quanio niais efeireita a barreira e/ou mais proxiraa e stiver a 
energia E da topo V da barreira, maior s. probabilidade ce tnnelamento. 
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O tunelamento quantico se manifesta nu- 
ma grande variedadc dc fenomenos. Uma 
das primeiras isplicacoci foi a iej:ia de 
Ci. Giinow ca desiv.t?gracao alja, em que 
um ndcleo de n." atomico 2 e n.° de mas 
sa i emite uma partfcula a (niicleo de 
He): 

|(Z,A)"-» (Z -2, A - 4)+ aj (10.104) 



O modelo de poiencial [ tridimensional: 
V = V (;-) ] esta ilusirado na fig. 10.16: a 
partfcula a, de carga +2e. precisa 
veneer a barreira coulombiana de carga 
(Z - 2)e, do niicleo residual, por tunelamento. A grande sensitividade da exponen- 
cla' na (SO. 1 .!)?; a - ;:nacao de V E explica per que as mekiK-vidas para desinte- 
graeao u. \ariam desde ~ 10~'s ate > 10 10 anos. 

Ouirf.s apticacoes s?r i Pivissao de ccimpn, ;-i emissi-io "a trio'' de eletrons de 
urn meal sod a actio de um carnpo eleirico: microscopies de emissao e de tunela- 
mento. tunelamento em semicondutores, etc... 

10.S Estado fundamental do aiomo de hidrogenie 

Como exempli! inipuUaiite de um estado ligado tridimensional, vamos tratar o 
estado fundamental do atomo de hidrogenio. 

Temos nesse caso um problems de dois corpos (proton e eletron), com seis 
graus de bberdade espaciais (as tres coordenadas de cada uma das duas p allien las). 
A cyuacati dc Schrodingcr stria uma "cquacao dc ondas" num cspaco 6 dimcn 
sional (para n particulas, 3 k - dimensional), nostrando que in terp ret acoes "intuiti- 
vas" da mecanica quantica em termos dc propagacao dc ondas cxigiriam uma "in- 
tuicao multidimensional". 

Enirctanto, como no problenia classico de dois coipos com forcas cenlrais, 6 
posslvel .separar o problema em lermos do movimento do centro de massa e do 
movimenlo relativo, este descrito pelo potential coulombiano (ccntr.d): c CM se 
comports como uma particula quantica livre de massa igual a massa total. 

Interes.sa-nos a equacao de Schrodirrger para o movimento relativo, qae e a 
equacSo de Schriidimier tndi.nieiisional para o potencial coulombiano, associada a 
urn estado esta.ioj.itiriu de energia E. 




Fig. 10.16 fvtodelo de Gamow 

da desintegracao alia 
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f/O - -- — A (p + V(r)q> - E(p 



(10.105) 



onde, como na (7.34), 



v( r ) = — 

w 4tt e n r 



(10.106) 



Na (10.106), como no problema classico de dois corpos, in deveria ser a massa 
reduzida (Fis. Bds. 1, Sec. 10.10) do sistema eletron-proton, dada por 



Como mp/ m e » 1 ( ~ 2 x 10 J ) , porem, m = m e , a massa do eietron [ mas a 
precisao espectroscdpica requer o uso da (10.107)]. 

Para estados estacionarios ligados (com o zero de energia correspondendo a 
r — * <*>.% temos 



e temos de procurar solucoes normalizdveis da (10.105), que so esistem paTa valo- 
res discretes de £ (autovalores), os «i'i.>?« et-ergja dc H. 

A solucao geral da (10.105) depends das 3 euordenadas ( r , 6 , <j) ) do eletton 
em reiacao ao nucleo. A dependencia de 0 e <f> e dada por funcoes que em geral tern 
carater oscilatorio, e por conseguinte tern nodos. como as (10.74). Como esperamos 
que a energia cresca com o n.° de nodos, como bos exemplos visios, e s6 estamos 
interessados no estado fundamental (de energia minima), procuraremos nma 
solucao independente de 0 e if sem nodos na dependencia angular): 




(10.107) 




(10.108) 



<P = HO | 



(10.109) 



Dai decorre 




((0.110) 



10.5 Eiiado iuidama-.tal do SVorao dc taJogSw 



e, usando a identidade (9.85), 



t/ <p / d r 



(10.111) 



(r dr) r dr[r dr) r[ r dr r dr 1 



3a5._irf» ^|r| „ (r) = 0? + £iL5E (1(m2) 



o que tambem pode ser obtido calculando d 2 /dx 2 , d Vdv J , d~/dz'. 

Levando esses resultados na equagao de Schradinger (10.105), resulta 



Seja 



(10.114) 



e vamos introduzir o raio de Bohr (J .47), 



(10.115) 
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A (10.113) fica entao 



— f h ^ 4- cd — K~ (0=0 (10.116) 

; r dr a 0 r 

da qual lemos de encontrar uma solucao normalizavel para deierminar o autovaior 
K [que da a energia, pela (10.114)]. 

Para r «? , a (10.116) deve reduzir-se a 

^2 - if J » - 0 { f -4 A «- ' + 8 » " If - - ) 



onde AT = 4- V A" - (> 0]. Mas o 2.° termo e uma exponential crcsccme (nao-nor- 
malifiavel). de forma que temos de ter B — 0. Podemos procurer entao uma solucao 
tentativa sem zeros (nodos) da forma 



|qj(r)= Ne~ K 'j (10.317) 

o que da dt$/dr - - Ky. Levando na (10.1 16), vemos que ela e satisfeita se 
tomarraos 



K = 1 / % (10.118) 



o que pela [10.] 14), leva ao auiovalor 




(10.119) 



que 6 a energia do estado fundamental da dramo de kidragtnio, ja obiida na 
teoria de Bohr |c 1.(7.52) I . Aqui, porem, e urn resultado exato da mecanica 
quantica. 

Resta calcular o fator de nonnalizacao A 7 na (10.117). Devemos ten dada a 
simetria esferica, 



1 = j |(f(r)f <**r = 4lt J|ip(i')f ,J = *t|* f ■ ]'"' ,Jrfr 




i scja, pela (10.118), 



4 ST 3 



o que da, finalmertte, pela (10.117), 




(10.121) 



A probabilidade de encontrar o clctron entre r e r + ifr, ou seja, dentro de uma 
casca esferica de volume 4rc/- com centra no nuclco (proton) e 



dP = 4E^| (p (r)[ 2 d r - 4 r " e_2r/ "° rf r (10.122) 



A densidade de probabilidade dP/d r s maxima para 
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Fig. 10.17 Densidade de probabilidsds ra 
s provavel do eletron ao nudeo. 



A fig. 10.17 ilustra o andam&nto da 
densidade de probabilidade radial. 
Vemos que e maxima para uma distan- 
cia do nucleo igual ao raio de Bohr. 
Eniretanto. longe de Eermos urna orbita 
circular plana com este raio, temos 
urna "nuvem de probabilidade" esferi- 
camenie simetrica. cuja densidade cai 
cxponcncialmente para r » aij, onde 
o raio de Bohr corresponde a distcmcia 



O valor experadv do raio atomico e (f } = | oq (Probl. 4). 

Rela0o corn o principle de incerteza 
Para urn eletron a distancia r do nucieo. a energia potcncial e 

V(<) = -^ (10.124) 

Por outro iado, um eletron cosfmado dentro de uma esfera de raio possui, pelo 
princfpio de incerteza, uma energia cinetica minima 



ou seja, uma energia U;Va) 



E(,) " r(r)4V( ' ) ^^ <ltU26) 



Para r —> 0 , E -J «. Para r —> ™, E -? 0, por vaTores ncgarivos (V domina 
em relacao a J ), Logo, E ( /) deve passar por um minima, o que acontece para 
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Logo, a energia do atomo de hidrogenio no estado fundamental e a energia 
minima coropati'vel com sua localizacao ("energia de incerteza"). 

Estados excitados tem nodos (ProbL 9), o que aumcnta a energia cinetica. 

Momento angular 

O operador quantico {ve tonal) associado ao momento angular e defiaido por 
extensao da mecanica classics (principle de correspondencia): 

|i = rxp=-tfftfxvj (10-128) 

licsulta cntao da (10.110) que, para qualquer funcao de onda esfericamente 
simetrica, 

. i<p(r)= -£*r x V<p(>-) = -iftr x * ^ = 0 j (10.129) 

ou seja, simetria esferica corresponde a momento angular zero. Diz-se que a fim- 
9ao de onda e nesse caso uma onda .;. 

Temos aqui outra diferenca entre o estado fundamental do hidrogenio na me- 
canica quantica e na teoria de Bohr [nesta, o estado fundamental tinha momento 
angular - ft : cf.(7.50)] 

Para obter os esitdos exuilados do atomo de hidrogenio; 6 preciso desenvolver 
a teoria quantica do momento angular no caso geral. o que se faz em cursos mais 
avancados de mecanica quantica. 

10.6 Spin ® Principio de Excluse® 

Alem do momento angular orbital (10.128), o eEetron tem tambem urn mo- 
menta angular intrinseco, como o foton, associado a polarizacao. Para o foton, 
como vimos na Sec. 8.9, aprojecao do momento angular intrinseco sobre uma dada 
direcao (a direcao em que ele se propaga) lem autovalores ± ft. Dizemos entao que 
o foton tem spin 1 (momento angular intrinseco medido em unidades de ft). 

No caso do eletron, que e, ao contrario do foton, uma para'cula carregada, o 
spin da origem a uma propriedadc caracten'stica da rotacao de uma carga (embora 
nao se possa pensar no eletron como se fosse uma espScie de giroscopio carre- 
gado): a existencia de am momento de- dipolo magnetic!) intrinseco, como urn imH 
microscdpico. 



394 Sstarvss n : •:- p; 



Em conseqiiencia dele, um feixe de eletrons e afetado por um campo mag- 
netico iaomogeneo, como dipolos eleiriccs se desk-cam mciti campo eletrico inomo- 
geneo (Ffc. Bds. 3, Sec. 4.5). Uma experiencia realizada por O. Stem e W. Gerlach 
em 1921, fa/cado um Mac alravessar um campo B fonememe irxiiiogeneo. mos- 
Irou que o feixe se divide em duas componentes, associadas a dois unieos valdres 
pd'ssiyeis da projecao do spin na direcao de B: +■ till e - ft/2. Em 1925, G. 
Uhlenbcck e S. Goudsmit propuseram a ideia de que o eletron e uma partfcula de 
spin 1/2. 

Assim, na mecanica quantea nao-relativistica. o eletron deve ser descrito nao 
apenas por uma, mas por um par de funcoes de otida (vetor cokma de duas compo- 
nentes), para incluir os efeitos de seu spin (polarizacao intnnseca). Uma repre- 
sentacao desse tipo foi proposta por W_ Pauli. Portanto, uma descricao campleta do 
estado de um eleiron e dada por um vetor de estado que- tambem inelui a descricao 
da polarizacao (spin). 

Uma partfcula de spin 112, como o eletron, ohedece a um novo princi'pio da 
ftsica quandca, tambem formulado por Pauli, o princi'pio de exdusao: 2 eletrons 
(mais geralmente, duas particular de spin 112 ) nao podem ocupar o mesmo estado 
quantico. Por exemplo, nao podem ocupar a mesma posicao r e ler spins (ft) pa- 
ralelos (mssns poiarzacao): podem oeupa-la se liverem spins (TJ.) anliparalelos 
(polarizacoes opostas). O mesmo se aplica a dois eletrons dc inesmo momenta p. 

O principle de exclude ie m conseaiiencis; extreiiiaxeiiie impcnanies, quando 
consideramos atomos com mais de um eletron. Assim, no atomo de He, que tern 
dois eletrons, amfeos podem ocupar o mesmo mvel de encrgia no estado fundamen- 
tal, um estado s analogo ao do hidrogfinic, mas para isso devem ter spins opostos 

(U). 

Por outro lado, para o Li, que tern 3 eletrons, o 3,° eletron nao podc mais 
ocupai o mesmo estado lipu hidiugenio dos outros 2: tern de ir para um estado 
mais excitado, onde (ende a eslar mais distante do nucieo. Por consegmnte, esse 
eleiron esta mais iracamente ligado, e deve ser mais facil ionizar o Li que o H. 

Com efeito, a energia de ionizacao do H, como vimos, e de 13,6 eV. A do He 
e de 24,6 eV : a do Lr e de 5,4 eV. 

Do ponto de vista qufmicc, oHcc um gas nobre, com reatividade muito bai- 
xa. Sens dois eletrons formam uma CGnivtia fechada (camada K). Ja o Li e um 
elemento alcalino, com forte, reatividade rrji'mica, que iransiere lacihnente seu ele- 
tron mais externo para formar um ion positive c unir: Lig.u Jc ionica, como no fluo- 
relo de lftio. 



395 



Ve.cn os assim que o principio de sxclusao desempsnha am papel fundamental 
na explicacao das propriedades qulmicah dos elsrnentos , t c tr.es mo vale para a 
expIicac-So de tabela periodica de Mendeleev. 

O principio de exemsao tambem e essencial para explicar a estabilidade da 
materia. 8e nao fosse pelo principio dc cxclu ac .. c. is ■ ;diri; que vdrios atomos 
de H, cim iutia:- de formar molcculas, juntassem todo.s os protons de sens ndcleos, 
com uma tinica nuveiri de muitos eletrons em tomo dele- i 
racao mais estavel, pelo aumento da atracao con ion'Hana. Km lug;-;:- riisso, poderros 
ter no maximo dots eletrons, de spins opostos, fancioriando como "cola" para ligar 
dois protons: e a molecnla de fib , e a base da ligacao quimica cova'tente. 

E ainda 0 principio de exclusao que atua m. expllcacac do ferrotnagnetismo, 0 
alinhametito dos spins e moraentos magneiicos, em materiais corao o terra, que e a 
origem dos Unas pcrmanent.es. 



10.7 Movimento de eletrons em cristais 

Uma das aplicaeoes mais importantcs da mccardca quart tic a ao estudo da cs- 
trutura da materia e a flsica da materia condensada (ou flsica de esiado sdlido), 
uma das areas mais ativas da fisica atrial. Para ilustrar a] guns conceitos hastens da 
area, vamos considerar, num modelo altamente simplifieado, o espectro de energia 
associado ao movimento de urn eletron num "cristal u tridimensional". 



•4T 

Jh— - 



Fig. 10,18 Rede cubica cantrad a 



Um cristal, como vimos ao discutir a di- 
fracao de raios X , e uma rede periodica 
tridimensional, cujos elementos sao ato- 
mos ou grupamentos atomicos. O metal 
alcalino mais simples, p. ex., que e o Li, 
cristal iza tormando uma rede cubica cen- 
trada, conforme ilustrado na fig.- 10.18, 
onde cada atomo tcm 8 vizinhos. 



Como vimos, cada atomo de Li rem um eletron mais fraeamerite ligado (na eamada 
mais externa). Como cada atomo esta iigado a 8 vizinhos, e cada ligacao une 2 ato- 
mo:,, ha 4 ligacoe; por atomo. Uma ligacao covaleir.e, como a da molecula de H2, e 
formada por 2 eletrons de spins opostos. Como so ha um eletron externo por 
atomo, ha apenas 1/8 da carga necessarta para uma ligacao covalente, tornando 
muito facil que o eletron da eamada mais externa migre de um atomo para oulro. 



396 S.SCS-:: : 



Assim, o que e carac tens tic o de um metal e que existem eletrons quase livres 
para deslocar-se atraves da rede crisialina. Essa grande mobilidade dos ele"rrons 6 
uma das principal? razoes porque os tnetais sao bons condutores de eletricidade; 
ainda antes da mecamca. quSriiicLi roi formulada a teoria dos eletrons livres para 
explicar a coadutividade de um metal. 

Para ter uma ideia do tipo de espectro de energia de um eletron num cristal, 
vamos considerar um modelo unidimensional da rede periodica, representado na 
fig. 10.19. 



-b 0 a a+b= / 




x 



Fig. 10.19 Rede periodica unidimensional 

O potencial V(x~) associado a rede, que e sentido por um el6tron, 6 uma se>ie 
de pocos retangulares atrativos, de profimdidade U s largura b (representando os 
"ions" }, com periodo espacial 

l = a + b\ (10.127) 

O teorema de Block 
O hamiltoniano associado ao movimento do elytron na rede e 

A = -^^ + V(x) (10.128) 



O potencial V (x) rcpresenia o efeito todas as partfculas do crista], exceto 0 eletnin cnnsiderarto. 
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Urn crista! macrascopico e forniado por urn grande numero de atomos. Despre- 
zando efeilos de superffcie, vamos inicialmente supo-lo infinilo; neste modelo unidi- 
rciensional, isro equivale a dizer que V(x ') 6 uma funcao peritMica em toda a reia: 

(10-129) 



|y(* + /)=y(*) H<*<~); 



o que implica 



|h(x + Q-AM (y.Q 

Vamos definir o opemdor de iramkicdo zl uplicado a i 
Seja tp {x} ym estado estaciondrio de /f com energia £ 
Pela (10.131 aplicada a funcao (*)/( -O- temos 



(10.130) 
« funcao J(x) por 

(10.131) 

(10.132) 



f H(f)fSf)= Hfy + <)/(*+«) = H(i)/(» + 0 
= H(x)i f(x).VJ 



o que implica 



(10.133) 



Mas, pelo que vimos na Sec. 8.10. esla e uma condicao necessaria e suficieute 
para que OS operadores ^ e F(x) ienham um conjimto complete de autofuncoes 
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Logo, cs estsdos esiacionarios (10.132) podem ser escolhidos como autofun- 
coes de ST: 



Ho{ x )= E 9 ( x ) 



(10.134) 



onde X nao precisa ser real (8" nao e urn observavel). 
Pela definicao de <3T, isto da 



9 (* i 2)-A.«p(*) (V.) 



Mas. pola condijao de normalizacao- devemos ter 



, = j[«p(x + /)i : </» = [-f j>Wf< 



o que da 

N 2 = ' | (10.136) 
permitindo porlanto eserever I como nm fator de fase\ 

X » e'" i (10.137) 



onde k e real e e dejinido por esta relacao e pela (10.135). 
Definindo Ms ( j." ) por 

i|W=e"*u, (r)| (10.138) 

as (10.135) c (10.137) dilo 



399 



+ = ^ * (x + I) = ^ cp (x) = e<* M « s (*) 

| ^ (-v- + I) = a k (x) (10.139) 

As (10.138} c (10.139) constituem urn caso particular, uni dimensional, do teo- 
rema de Block. Elas mostram que os estados estacionarios do eletron nuin potencial 
periddico {-» < .r < °°) tern a forma de i7H<fcs de comprimento de onda 
A = 2JI/& (fc real) e de amplitude u k (x) periodica, ou seja, podendo variar deniro 
de uma unrdade da rede (sftio), mas a mesma em cada sftio. 

Assira, o eletron fica "iivre" no sentido de e.star destocaLizada: ha a mesma 
probabilidade de ser encontrado no entorno de cada urn dos sitios. A relacao 
<p (a + /) = e iki <p ( x) mostra ainda que k I represent:! a defesagem entre duas uni- 
dades vizinhas da redc. 



Solucao do probiema de comornc 



Basra agora considerar o probiema dentro 
de urn periodo (fig. 10.20). 
To man do 



0 > E > -U 



H K < 0 



E + U = M > 0 



Fig. 10.20 Nivel de energia rum periodo da rede 

obtemos, como na (10.77), as solucSes 

(p (a) Ae ik "- r + Be 
= Ce K! + De 



(-b < X < 6) 
_ (0 < x < a) \ 



que, pelas (10.138), correspondem a 



u, (x)= (-6 < x < 0) 

« i ( J ) = Cc- ( "-"»' + O e - t ™ 11 * (0<x<a) 



(10.142) 
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onde Ut(x) e periodica de periodo /. 

As funcoes ip e dt$/dx tern de ser continuas nos poiitos de descontiniiidade; 
logo, o mesmo vale para u> ( x ). Devido a periodicidade de u k ( x ), basta aplicar as 
condicoes de contorno ern x - 0 e .r — a; isto implies que permariecem validas em 
x = ± L a ± I, etc. 

Em x = 0, obtemos: 



- C + D 



-k)A -i(k q + k)B = (K - ik)C - (K ^rik)D 



(10.143) 



Para aplicar as condicoes em x = a, notamos que, pela periodicidade, a solucao < 
direita de a € 





-b < x < 0 














| < x < a + b - ;) 



o que. juntamente com a segunda (10.142), da, em x = a, com a - J = —b, 
A.<" + J«** = C«<"*> + />«<""> 

;•§, - i)j e "*-'I' -i(fc„ 4- - (jt-ii)C (10.145) 



Multiplicando ambos os membros por e lt " e com as aolacoes 

1 [ 



' mt,.t 



" \4 a * % aj - 1 c + 1 d 
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As (10.143) e (10.147) sao urn sistema homogeneo de 4 equacoes 
4 incognitas .4, B, C, D. Para que haja solucao nao- trivial, o determinanle 
tenia tem de anular-se, o que da a condicao de autovalores. 

Apos um calcuio bastantc trabalhoso, resulta a condicao 



I = c 



| F{E) 



sh (K a)sen (k, b) + ch (fC a)cos (k t) b) = cai (k l) 



(10.148) 



Corao acontece nos problemas tratados anteriormente, o resultado permanece 
validc quando a energia E 6 > 0 , E = Tr/2 m K 2 , com K real, bastando iazer a 
subsLituivaiJ [of. (10.140), (10.141)] K -> i K na (10.148). 

Pelas (10.140), k 0 e K se exprimem em funcao da energia £, de forma que o 
1° membro da (10.148) e" uma fun?ao F(E). No 2." membro, tem parametro tal 
que [cf. (10.135) e [10.137)] 



(10.149) 



correspondendo k variagao de fase da funcao de onda entre sftios vizinhos. 




Fig. 10.21 Bandas de energia permitidas 



A fig. 10.21 mostra o grafico de F(E) para valores tipicos dos parametros. 
Com© o domfnio de variacao de cosffc/J esta entre - 1 e -t 1, so existem solucoes 
da equacao de autovalores (10.148) dentro desse dommio. Vemos na figura que 
isso so acontece dentro de uma serie de faixas desconexas da energia E. 
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Obtemos assim um resultado fundamental: o espectro de energia associado a 
um cristal unidimensional e um tspectro de bandas, separadas por lacunas "proibi- 
das' T , oniie nao ha nfveis de energia. (Dentrct de cada banda, nesse inodelo em que 
o "cristal" e infinito, a energia varia continuamente) . Essa e utna propriedade geral 
da propagagao de cmdas em pstrumras periodica^, valida tambem, p. ex., para 
filtros eletricos (ondas de voltagem ou coirente). cotno vimos (Fi's. Bds. 3, Sec. 
ID. 9). 

Para energias E < 0, que correspoudcriani a estados .'.i.saCos ciiicretos rios po- 
cos de potencial individuals, as bandas sao estreitas: os nfveis de energia mais 
profundos em cada poco, correspondentes aos eletroas mais fortemente ligados aos 
si'tios da rede, sao os menos afetados pela presenca dos outros sidos. 

A cstrulura dc bandas persists para E > 0, acima dos topos dos poc-us de pu- 
tencial, mas as lacunas ficam cada vez mais estreitas a raedida que E cresce. 



Numero de niveis numa barilla 

At6 agora, tratamos do "cristal unidimensional" corao se fosse infmito. Na 
realidadc, um cristal macroscdpico tem tantos atomos que os efeitos de superffcie, 
associados as condicoes de contorno na superffcie do cristal, sao praticamente des- 
prezfveis, ou seja, quase aSo influem n.as propriedades volumetricas do material. 

Podemos entao escofher condicoes de contorno que minirnizam os efeitos da 
superffcie. As mais simples sao condicoes de contorno periodicas: para uma cadeia 
linear de N atomos, com x = 0 ex = N 1 nos extremes, elas correspondem a impor 



Cp (0) = <p (N l) { N I - "comprimento do cristal" - L (10.150) 



ou seja, pela (10.138), 

•±5°!- ■■""■«!"> i 

iguais pela (10.139) 



> que da autovalores discretos para k: 
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Como a conditio para os autovalores de £ s6 depende de , os nfveis de 
energis n;io se alteram pela substituigao 



k -> A + p ■ ^ 0 = ±i,± 2,...) | (10.153) 

de modo que, para obter todos os mveis. basta confinar k a urn intervalo de com- 
primento 2*//, tal como 



j-y<£<y (10.154) 

Esse intcrvalo 6 varrido quando, na (10.152), n vane exalamente N valores 
inteiros sucessivos. Logo, existem, N mveis em coda franda, N sendo o numero 
total de alamos da cristai (neste modelo, em que ha 1 atomo por sftio). 

A razao de ser desse resultado e que a banda se origina de um nfvel ligado de 
urn unico pogo, mas o cletron correspondente pode estar em qualquer um dos N 
pocos, o que leva a N situates possfveis. 

Como F(E) na (10.148) so depende de k atraves de cos (k!) , as solucoes 
para E sao funeoes pares de k . Pela fig. 10.21, as extremidades das bandas de 
energia correspondem a fcf. (10.154)] 

cos (ft/) = ±1 J fc = Q , ±-y (10.155) 



0 i 
Fig. 10.22 Energia como fungao de k 



Logo, curvas tfpicas de E em funcao 
de k (para E < 0 ) tem a forma indi- 
cada na fig. 10.22. 

Qual e a origem fisica da formacao de 
lacunas para k = ± n/ll A (10.138) 
mostra que & dcsempenha um papcl a- 
nalogo ao do numero de onda da onda 
eletronica no cristai, ou seja, 



X 1 



(10.156) 
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que e a condicao para refiexao de Bragg da onda eletronica nos sltios do cristal 
uni dimensional C'incidencia" _L , t/seaO — d — /). 

Para k = ± n/l , as solucoes estacionarias nao sao a,s ondas e -' :K "" t maK 
ondas estacionarias obtidas superpondo uma onda incidente com sua refiexao de 
Bragg, 




(10.157) 



\-l / 0 
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c 



Fig. 10.23 Origem da lacuna de energia 



Como l(p± (jc) \ 2 .e a densidade de proba- 
bilidade eletronica, Yemos que, para cp i; 
ela e maxima onde o potertcial e mais 
atrativo ( x - 0 , + /,...); P 313 "P-^ © Qllia 
nesses pontes e maxima (fig. 10.23) onde 
V ( x ) — 0. Essa e a origem da lacuna de 
energia, e Yemos que ela deve ser da or- 
dem de grandeza da profundidade do 
poco associado a cada sltio. 



Aplicacao: rnetais, isolantes e semicondutores 

Os del runs que estivemos discutindo sao aqueles mais fracamente ligados aos 
Siomos, chamados de elSrrons de Valencia (que tambem sao responsaveis pelas li- 
gacoes qufmicas: dai o nome). Para o Li, ha um eietron de valSncia por Stoma, ou 
seja, /V eletrons. 

Vimos tambem que N e o numero de nfveis de energia em cada banda, no 
modeio simples em que ha um so atomo em cada celtila unitaria do cristal. Pelo 
princrpio de exclusao, segue-se que cada nfve! comporta 2 eletrons de spins opos- 
tos. ou seja, 2N eietrons por banda. 
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No caso do Li, so ha A' eletrons dispo- 
nfveis (I por aromo), de mode que a ban- 
da fica semi-cheia {fig. 10.24): e muito 
facil erttao um eletron ser excitado a m- 
veis > :zinho-, nSo-ociipados. Lin panicL- 
lar, isso acontece quando se aplica um 
carnpo eletrico: o material 6 condutor. 
Tsso vale para todos os cristais de metais 
alcaiinos, como Li, Na, K, Rh: sao subs- 
tancias metdlicas. 

Os atomos dos meiais nabrti (cobic. prata, ...) tambcm tem um niimcio impat 
de elftrons de Valencia e um atomo em cada celula unitaria. Logo, tambem terao 
uma banda semi-cheia, o que e responsavel pelas suas propriedades metalicas e 
condutividade elevada. 



semi-cheia r 




Fig. 10.24 Bandas para um metal 



Fig. 10.25 Bandas para urn isolante 



ElemeOtos com um numero par de ele- 
trons de Valencia, como a enxufre (que 
tem 4} podem satisfazer o princi'pio de 
Pauli preenchendo totalmente os nfveis 
de uma banda (fig. 10.25). Nesse caso, 
para que possam ser excitados eletrons a 
banda superior vazia, e neeessario forne- 
cer-Ihes uma energia igual a lacuna A, 
que no enxoire e de 2,4 eV. 
Como a energia termica media a tempera- 
tura ambient e 6 - 0.025 cV, o fator dc 
Boltzmann exp ( -A/KT) . torna 
desprezfvel a probabilidade de 
transposicao da lacuna; riao e possivel 
criar uma corrente eletricu com campos 
eietricos normais aplicados: o material e 
isolante. 

respao azul do espectro tem energia sufiriente para 



Por oulro lado, fotons 
excitar eletrons atraves da lacuna, sendo portanto absorvidos: daf a coloracao ama- 
rela de um cristal de enxofre. 
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Num ser.ik-oPGiuor pv.ro (mfrhneco), a 
lacuna A entre a ultima banda total- 
men:e preeixtuda (banda de Valencia) e 
a primeira vazia acima dela (banda de 
conducao) e muito menor (fig. 10.26), 
tipicamcntc da ordem de 0,5 eV. 

A temperatura T = 0, o material 
seria isoianie. Entretanto, a temperatu- 
ra ambiente. ja ha uma fraeao dos ele- 
trons termicamente excitada do topo 
da banda de Valencia para o fundo da 
banda de contlucao: o material tem 
uma coadutividade C a temperatura 
Fig. 10.26 Bandas para urn semiconcUtor intrirtseco ambicnte u p i came nte - 10 10 vezes mai- 
or que a de um isolante, embora ainda muitas ordens de grandeza menor que a de 
um metai. 

Tem grande importancia em microeletronica os serrdconduiores dopados, que 
uuiUcin conceircraooes pequenas c conrroladas de aiomos de im.purez.as. quebrando 
a regularidade da rede eristalina. A presenca de iinpurezas afeta os nfveis de ener- 
gia e fornece novos portadores de corrente. isso e aplicado nos trail sistores. 

10.8 & issferprotafao da mecanica quant ica 

Alguns dos aspeetos mais peculiares da ffsiea qaantica surgem quando se con- 
sideram cstados correlctcioncdos de 2 parifculas. 

Vamos exemplified-los voltando ao exemplo da palaniav.au defotons. Vamos 
considerar am si sterna 6c ? fn'ons qup s? pmpagom no. mesmn dimc.an z, ember;"* 
rtao necessariamente no mesmo sentido (vamos aplicar os resultados a fotons em 
sentidos opostos). 

Na representacao em que o vetor de estado de polarizacao linear na direcac 9 
. f cos 8 ] base 6 formada pelos yetores de estado 




(10.158) 
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que representam totons liuearmente polarizados nas direcocs ;c e v. respsctivamente. 

Para descrever o sistema de 2 fdtons, 6 preciso ter vetores coluna de 4 eompo- 
nentes, pois temos de representar amplitudes de probabilidade para que, com anali- 
sadores orienlados nas direcoes x e y. rciyeaivdunettle, catia urn dus 2 fotons seja 
encontrado com cada uma dessas polarizacoes (4 possibilidades). 

Uraa base conveniente se obtem usando o produto direin dos vetores da base 
(10.158). O produto direto de 2 vetores coluna e definido por 









'£1 



£ A 



Um vetor da base e o produto direto 



Amplitude de probabilidndo do ncr 
o fdion 1 liaearmente polarizado a 
drreede e o fdton 2 tambem 



\iK-iiogamente, obtemos os demais. A base c catao 



i->, 



,(!)-«■ (2)- 



(10.160) 



e o vetor de eslado geral de polarizaeao pai"a 2 f6tons e 
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| V) = - (1) * (2) + Vx, ^ OX 2 ) + Vy* J 0)^ (2)+ >' (1> (2) 



(10.161) 

onde r p/ ex., e a amplitude de probabilidade de achar o foton 1 Unearmente 
ipo'tarizsida no. direcao y c 2 no. direcao x. 

Consideremos agora o estado (normalizado) 



|5>-^h->(2) + >'(l)3'(2)] = Jj 



que se cbama emarnnhado, porque nao pode ser decomposto num produto de um 
estado do foton L por um estado do foton 2. Pela interpretacao ffsica vista na 
(10.161), esse e um estado em que ha" probabilidade 1/2 de achar canons o& fotons 
polarizados na direcao x e probabilidade 1/2 de achar umbos polarizados na direcao 
y, ou seja, em que as poiarizacom lineares dos dots fotons estao correiacicnadas: 
ctmbas rim a mesma direcao (pc ou y). 

AsKim ; se (usando uir. anuiisador) verirk-onos que o toinn " rein pniarizscao 
podemos afirmar, com certem, que o foton 2 tambem tern a mesma polarizacao y. 



Consideremos agora (fig. 10.27) outro 
par de eixos (x'y ') no piano i xy), onde 
x' faz com x um angulo 6. Se tornarmos 
novo'5 vetorcs de base has direcoes x' e 
y', teremos 




(10.162) 




Fig. 10.27 Rctagao de eixos 
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[cose 

I sen 6, 



e podemos defmir o estado 



(10.163) 



p^> = jj[^(2)+/fl)/(?)J < lal64 > 



->- 












V2 [[sen ft, 




cos 9 J 


{ cosft J 3 J 






cos 2 9 


f sen 2 6 




cos 2 9 + sen 2 9 




f \~ 


1 


cos 9 sen 6 


-sen 9 cos 6 


1 


0 


1 


0 




sen 9 cos 8 


j —cos 9 sen 6 




0 




0 




sen 2 9 


{ cos 2 e 




,sen 2 9 -r cos 2 9 V 




4, 



(10.165) 



Assim, no estado S, as polarizagoes Uneares dos dois fotons sao paralelas, 
qualquer que seja a diregao 8 escolhida. 



O paradoxo EPR 

Consideremos um atomo num estado excitado que, numa transic.ao para outro 
estado, emite 2 fotons em direcoes opostas, no estado de polarizacao I 5 } (veremos 
logo um exemplo concreto). 
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Fig, 10.28 0 paradoxo EPR 



Nesse caso, se tivermos (fig. 10.28) dois analisadores de polarizacao, de urn 
lado e do ontro do atomo, com seus eixos paraielos a diregao x, e se o fdton 1 
P»ssa pelo seu analisador, ou seja, e linearmente polarizado na direcao x, podemos 
garantir que o foton 2 tambem sera linearmente polarizado na mesma direcao x . 

Como os analisadores 1 e 2 podem estar tao distantes urn do outro quanto 
quisermos, tenderiamos a achar que a determinacao da polarizacao do fdton 1, sem 
perturbar em nada a polarizacao do foton 2, permite-nos predize-la. Segundo A. 
Einstein, B. Podolski e N. Rosen [Phys. Rev. 47, 777 (1935)], deveriamos poder 
dizer entao que o foton 2 tern urna polarizacao linear bem defimda na direcao x. 

Mas vimps na (10.166) que o mesrao se aplica a qualquer outra direcao x', 
que forma iimZ9 arbitrano com x, p. ex., 9 = ji/4: o fdton 2 teria entao tambem 
uma polarizacao linear bem defimda nesta outra direcao. 

Por outro lado, vimos na Sec. 8.10 [cf. (8.122)] que polarizacdes lineares em 
direcoes diferentes (nao perpendicu lares) sao observdveis incompattveis: urn fdton 
nao pode ter simulianeamente valores bem definidos para elas. Embora formulado 
origin almente de forma diferente, esse e o paradoxo EPR, e a conclusao desses 
autores foi que a mecanica quantica seria uma leoria incompleta, pois nao permite 
representar estados em que coexistem valores bem definidos da polarizacao linear 
em diferentee direcoes, embora acja possfvcl prcditc-lus "sem perturb ac 20". 

David Boom, em 1952, formulou uma "interpretacao causal" da mecanica 
quantica, admitindo a existSncia de "variaveis ocultas", que teriam valores bem 
definidos (como, no exemplo acima, polarizacoes lineares em diferentes direcoes), 
mas sobre as quais a teoria quantica so daria informacoes incompletas. Como se 
poderia testar entao a existencia dessas variaveis? 

Em 1965, John S. Bell mostrou que haveria iestes experimentais realizaveis 
(em princi'pio) para esse fim. Numa experiencia do tipo acima, orientando os anal- 
isadores em 3 direcoes diferentes, formando angulos de 120° entre si, e medindo 
probabihdades de que os 2 fotons passem pelos respectivos analisadores quando 
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formam urn determinado angulo, e possfvei mostrar que, para uma combinacao a 
bem definida dessas probabiJidades, qualquer teoria local (sem acoes a distancia) 
de variaveis ocultas leva a uma desigualdade (design aid ad e de Bell) que, neste ca- 
so, e da forma 



ao passo que a mecamca quantica leva a 



1.167) 



(10.168) 



permhindo, portanto, violar a (10.167). 

Um experiment*} crucial foi realizado em 1982 por A. Aspect, P. Grangier e 
G. "Roger [Phys. Rev. Lett. 49, 91 (1982)]. Eles utilizaram pares de fotons emitidos 
numa transicao no " Ca , em que o par e produzido no estado 1 S) . Para os angulos 
que empregaram, a previsao da mecanica quantica era [violando a (10.167)] 



, - 2,70 



> resultado experimental foi 



(7^ = 2,697 1 0,015 



violando claramente a desigualdade de Bell (10.167). 

Num experimento posterior [A. Aspect, J. Dalibard, G. Roger, Phys. Rev. Lett: 
49, 1804 (1982)], as orientacoes dos analisadores de polarizacao dos fdtorts 1 e 2 
eram aiteradas aproxs madam ente ao acaso, a intervalos de 10 ns , com os dete- 
tores separados por uma distancia L de 12 m, o que d£t L/c ~ 40 ns . Logo, ne- 
nhum sinal podia ser transmitido de um detetor para o outro durante o tempo de 
v6o dos fotons. Apesar disso, as eorrelacoes e a violacao da desigualdade de Bell 
persistiram! 



Ess 1937, N- Giiin at al. observaram as correlaeoes para futons sepaiados por distaricias da ordem de 10 
km! 
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Nesse sentido, portanto, as correlaeoes sao nao-locais, e uma teoria de varia- 
veis ocultas teria de ter acOes instantaneas a distancia para ser compativel com 
elas, o que, para Einstein, nao seria uma solucao satisfatdria, pais, em suas pala- 
vras: "So se pode achar uma escapatoria supondo que a medida de 1 (telepati- 
camente) altera a situacao real de 2 on negando situacfies reais independentes a 
objetos separados por am interval o do genero espaco. Ambas as alternates me 
parecem inteiramente inaceitaveis". 

Erabora as correlaeoes EPR sejam nao-loeais, nao violam □ principio relativis- 
tico de que nenhum sinal pode propagar-se com velocidade > c (Sec. 6.6). Com 
efeito, para observer as correlaeoes entre os detetores 1 e 2, e precise comparar as 
observacoes fellas, e para isto e precise, independeiitemeiUe, tiansinitir am sinal 
(por exemplo, eletromagnetico) entre 1 e 2 contendo esta informacao. 

O efeito EPR tem uma aplicacao pratica na criptografia, onde se quer trans- 
mitir uma mensagem cifrada de urn ponto 1 para outro ponto 2, de tal forma que 
a "chave" usada para decifrar a mensagem nao possa ser iaterceptada e decodi- 
ficada. 

A chave, que e uma seoiiSncia au acaso de bits (0 on 1), tem de ser Iransmi- 
tida entre os 2 pontos "a prava de intercepcao". Os resultados de uma experiencia 
EPR, onde 0 e 1 podem, por exemplo. corresponder as polarizacoes lineares x e y, 
satisfazem a esta condicao justamente porque nao transmitem nenhum sinal, repre- 
seniando puro acaso. A informacao esta contida na correlacao entre os resultados 
observados em 1 e 2. Esse metodo de criptografia quantica ja esta sendo empre- 
gado [A. K. Ekert, Phys. Rev. Lett- 67, 661 (1991). 




1 



Consideremos urn foton que incide sobre 
uma lamina transparente (fig. 10.29), de 
tal forma que a refletividade e a transmis- 
sividade sejam iguais (ambas 50%). 
Quanticamente, o veEor de estado resul- 
tante e uma superposicao coerente de 

1 1 ) (fdton no feixe refletido) e 

1 2 ) (fdton no feixe transmitido), como. 




-*2 



Fig. 10.29 Diuisao de feixe 



p. ex., ( I 1 ) t 12)). 
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Urn tal estado t muito difereme de uma "mistura eslatfstica", em que o fdtoo 
estaria com igual probabilidade em II) ou em I 2 ), sem que saibamos onde se 
encontra. 

Com efeito, na superposicao quantica coerente, e possi'vel, usando um disposi- 
tivo do tipo de um interferometro de Michelson, voltar a reimir os feixes 1 e 2 e 
observar intcrferencia entre dois caminhos possiveis. Ne-sse sentido, podemos dizer 
que o fdton esta ao mesmo tempo nos feixes 1 e 2, evoluindo pela equacao de 
Schrodinger. 

Isso pode nao ser muito surpreendente para um obje-to microscopico, como o 
iCmn. Mas, se a meeanica quaniica e o princfpio de superposicao tambdm se apli- 
cam a objetos macro.ijcpicos, conforme acreditamos, por que razao eles nao apare- 
ceru em superposicoes coerentes de estados macroscopic am ente distintos? 

Esse aparente paradoxo foi formulado em 1935 dot Sehrodinger, nos seguintes 

"Um gato esta encerrado numa camara de aco, juntamente com o seguinte me- 
canismo diaboli.co 'macc:ssfvel ao gato); dcQtro dc um contador Geiger, ha uma 
pequena quamidade de material radioalivo, tao pequena que no decurso de uma 
hora taivez um unico atomo desirnegre. mas com igual nrobabilidade de que isto 
nao aconteca. Se acontecer, o contador. atraves de um rele, ativa um martelo, que 
quebra um frasco de acido priissico. Ueixando o sistena isolado durante uma hora, 
rcsulta que o gato estara vivo caso ucnhum atomo se desintegre ao Iougo deste 
pen'odo. mas que uma unica desintegracao basta para envenena-lo. A funcao de 
onda do sistema todo representa essa situaeao :omo uma superposicao do gato vivo 
e do gato morto em partes iguais" 

A superposicao quantica coerente, nesse caso como no exemplo acfma, do 
futon, difere de uma distribuicao estatfsiica, em que as probabilidades dos dois 
estados seriam iguais, pela possibilidade, em princfpio, de observar interferencias 
entre eles. 

Recentemente houve progressos importantes na elucidacao desse problems. As 
variaveis empregadas na descricao dc um sistema macroscopico constituem apenas 
uma /rafm diminuta do conjunto total de variaveis (microscopicas) que seriam ne- 
cessarias para caracterizar complctamente o seu estado quantico. Todas as demais 
variaveis nao sac observadas. o que represents Qma perda de informagao. 

Esse e um process o coin? sua vol no que ocorre na dissipacao dc cicrgia macros- 
cdpica por atrito, em que energia meeanica e convertida em calor por transferencia 
a graus de liberdade internos. 
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Para que urn sistenie sejt. uit^ci vaJo, c urseiso que els sc;a abeiLo. ou seja, que 
interaja com o ambieiite que o rodeia (o "resto do Universo"). -Esse ambiente nao e 
observado, e a informagao que recebe do sistema macrosedpico e assim perdida. 
Note a referenda a "deixar o sistema isolado" no trecho acima de Schrodinger. 

Pode-se mostrar [cf. W. H. Zurek, Phys. Today 44, 36 (1991)1 que esse "atrito 
da informacao" e o processo responsavel pela perda da coeieucia quantica na es- 
cala macrosedpica. Ele e" chamado de descoerencia, e ocone numa escaia de tempo 
muitas ordens dc grandeza meiior do que os tempos usualmente observaveis, pas- 
sando assim despercebido. O tempo de descoerencia e inversamente proporcional 
ao "grau de macroscopicidade" do sistema. 

Entretanto, tomando precaucoes especiais para reduzir a interacao com o am- 
biente, foi possivel, recentememe, observar o efeiio e inedir o tempo de descoeren- 
cia mim sistema de algtins fdlons contido dentro de tima cavidade ressonante a 
baixas temperaturas [M. Bmne et ai, Phys. Rev. Lett 77, 4887 (1996); veja tam- 
bem S. Haroche et ah. La Recherche 301, 50 (setembro de 1997)]. 

A interacao com o ambiente parece ser responsavel, ao menos em parte, pelo 
carater probabih'stico da teoria quantica, o aspecio "Deus joga dados" que tanto 
desagradava a Einstein. Seria o preco a pagar pelo "pecadn original" de estudar um 
sistema de forma isolada, fazendo abstracao de sua interacao com o resto do Uni- 
verso, que e uma das bases do metodo cientffico {Fis. Bds. 1, Seq. 1.3). 

E um grande mento — e nao um defeito — da teoria quantica ter atingido a 
fronteira onde se lorna aparente o efeito dessa interacao sobre o nmndo ITsico. 



PROBLEMAS 



1. No problema do degrau de poteucial (Sec. 10.2), mostre que nao podem 
existir estados estacionarios com £ < 0. 

Sugestao: Escreva as solucoes nas regioes 1 e 2 e mostre que nao e possfvel 
satisfazer as condicoes de contorno em x — 0. 

2. No problema da barreira retangular (Se9- 10.4). calcule a amplitude de re- 
flexao R = B/A e a probabilidade de reflexao <13. Mostre que Q + ST = 1 . 
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V 



a 



3. Uma particula de massa m esta 
confinada, em uma dimensao, por um 
poco de potencial re la ovular, limitado a 
esquerda por uma barreira impenetravel 
(fig.), correspondendo ao potencial 



O 



I 



x 



-V 



1 



-(*<<>), 
-V(0 < x < a), 

t<? > 4 



onde V > 0. 



(a) Para - V < E = - i E I , escreva as solucoes estac ion arias de energia E da 
equacao de Schrodinger dentro e fora do poco de potencial. 

(b) Aplicando an condicoes de contorno, demonstre que os autovalores da 
energia sao as rafzes da equacao 



4. Demonstre que o valor esperado da distancia do eletron ao nucleo no estado 
fundamental do atomu de hidrogcnio e ( r } = f a a . 

5. Calcule os valores esperado.s da energia cinetica <Z) e da energia potencial 
( V) no estado fundamental do atomo de hidrogenio e verifique que satisfazem ao 
teorema do virial: { V) - - 2 ( T). 

Sugestao: Use a (10.112). 

6. Um eletron esta confinado dentro de uma camada delgada num semicon- 
dutor. Tratando-a como uma lamina de espessura a entre paredes impenetraveis [cf. 
(10.35)], estime a, sabendo que a diferenca de energia entre o estado fundamental 
e o primeiro estado excitado e de 0,05 eV. 

7. Um feixe de eletrons de 2 eV incide sobre uma barreira de potencial retan- 
gular de 4 eV de altura e 10 A de espessura. Qual e a probabilidade de trans- 
missao? Qual seria para eletrons de 3 eV? 
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S. Lima particula se enconira confinada nurcia caixa com paredes impenetraveis 
de largura a, em urea dimensao. Para r — 0, ela se encontra, com certeza, na metade 
direita da caixa, haven do igual probabilidade de =er encontrada em qualquer poato 
dessa metade. 

(a) Obtenha iima funcao de onda inicial que descreva a particula. 

(b) Qual e a probabilidade de que uma medida da eoergia. para t — 0, encon- 
tre-a no estado fundamental? 

Sugestao: aplique a Regra EE. 

9. A solucao raais simples, (join uodu.s. ca tqwi^ix; Ge S^iiOijiiigci pura l-ll.li..- 
estados j- do atomo de H [eq. (10.116)] e da forma 




Procure uma solucao dessa forma. Mostre que o nfvel de energia correspondente 
(estado 2.?) e idSritico ao 1." estado excitado na teoria de Bohr. 



RESPOSTAS DOS PRGBLEMAS 

1. (a) tg9„ » bh ; (b) B,n = 53° (arMejia) ; 9„ - 56,7" (arMdro). 

2. 26 . 

3. ( n - ! ) para n par; « para n mipar (exceto para uma fonce situada na bisserriz, 
quando Sao n - 1 ). 

4. (a) S7,5 cm ; (b) 80 cm. 

5. d = dseri 9, 1 - 



- » 2 sen 1 9, J 

8. (c) 137,5° 

9. 9 raiK - arcsen fj« 2 - I ^ 
15. 1,14 cm 

17. (a) K = 4</,/3 - 33,3cm ; <b) p = A/3 - 8,3 cm 

18. P - ± ^ / ■' <? - -(±A - .)/, oode. sinaix xuperiores e inleriores 
se corresponcbm. 



19. (a) - ] in ; (b) f = 4- 6,27m. A lente passa de divergente a conver- 
gent: a ciassificacao se inverts para ridice Jc ielVueao idati vo < 1 . 
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- sen 6, - cos 9 ; 
na aproximacao paraxial, tende a /' = 



22. f- 



("ii - f)< 



26. * = -7 a 0 In 



(«„ + n'r) 4- jfa 4- n';) 2 - fa a„) : 
%(l + Po) 



28. (a) p = 2f : (6) M = -1 



CAPITUI.O 3 



ID 

1- } ' = 77 



4. 8,8 X KT'rad 



tepos* - Cap.5 41 9 



5. (a) h~£- ; (b) 9, = 4^ (m = 0, 1 . 2 , ...) 
2 K 

v/ l + (Moi) AO) 

CAPITULO 4 

2. 2, - 6.006A 

5. 1 13 km = 6,5% do raio da Lna. 

6. (a) Da ordem de 100 m. (b) 9,8 x 10"* rad - 0,02" 

10. (a) 55.000 ; (b) 9-31,6° : 8 9 - 5,6 X 10"° rad 



12. (a) 



sen 




sen j^(iV 


*>)■ 


n 


sen 




sen 
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CAPITULO S 

t, e a i = - ; r= S , « = i?„ «i - t/ £ 

V c 

5. (a) Circular levogira, amplitude 2a ; (b) Eliptica dextrogira, eixos 3a e a. 
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6 - » <I = i*,, / (/I, - ii,) : (8 circular; (c) d - 0,027 mm 

7. Em ambos os casos, a mtensidade nao varia com a rotacao do analisador ; (b) 
Para luz natural, continua nao havendo variacao ; para polarizacSo circular, a inten- 
sidade transmitida varia e se anula para duas orientacoes (opostas) do analisador. 



9. n„ ■ (k, E, - K, E,) = 



10 - ^ ~ s„„ la a. o 1 ' '« " 



2cos8 t sene. 



(8, + 9,) ' " sen (9, + 6,) cos (8, - 9,) 



sen (2 6,) sen (2 8 3 ) 



sen 1 (9, + 9.) ' 11 sen' (9, + 9,) cos 2 (9, - 9,) 
(9, = 0) 



CAPITULO « 

6. (a) A' = t(xi -P*J ; = « ; jtj' = m ; = 7(10 - P ) 
9. Ig6 = ytg9o 



10. E de 216 milhoes de reais 



11. (a) 533 : (b) 99,9998% 
13. (b)2,23 T 



15. £ .=il«» +: Si— 



Mo 



16. (a) M 0 - (1 + a) »■„ ; (b) ¥ - a v / (l + a) 



17. (a) tgO = =p ; CM * = L, |jl - P J «*" e ' + 



22. c 
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CAPiTVLO 7 

1. (a) 300 m ; (b) 4,1 x 10"' eV : (c) 7,5 x 10" 

2. (a) 4,2 eV ; (S) 4,1 eV 

3. 17,6 MeV 



v p - v cos 6 

3. 3'2,3 eV 

7. (b) 6.403A 

9. (b) 0,027% 

10. E^-tiHa ; Irequencia CO 

1 1. (1) E„ = 2JL . (b) Ei ~ 7 6 x w -i eV 

M r 0 

12. (a) 1,242 x 10 HJ cm (b) 1,5A 



14. (a) £, = -2 , ~~~ ^ ~ (» = 1, 2, ,..) ; (b) - 54,4eV 
(«) ""( £ .) ** 



CAPITULC i 



. Nesta representacao, os vetores de eslado de 
polarizacao circular direita e esquerda sao os vetores de base. 
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7- (a)j> = cos'8, cos 2 (6, - 6,) ; (b) S t - & 



li. P, ,7, — $ 



CAPITULO 9 



sen (26) cos (29) 
cos (26) sen (26) 



5. p . \C t f + |C_; 2 +2Re(c:c t c z "') (k - p / t 



CAM1ULC OS 



2. S 



: (fa) 



4-24- --.'re::::: ^- 



W 2a, w a. 



6. a = 4.8 x 10" 5 



7. 2 eV: 2,04 x 1(T ; 3 eV: 1,07 x 



8. (a) <p (x) - 1 



[0 (() < x < a/2) 



[Jz/a (a/2 < x < a) 
9. 
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Velores dc ;siarto de polariza^ao circular 362 
Vida medio 269 
VMiJiRdadc 66 
Volume da coercacia 80 
Volume pruprio 192 



z 

Zona* de Frcsnel 89, 96, 134 



V 

Valor tspcrado 3011,309.310,315,392 
Valor cspcrado e ijeriyada temporal - 339 
Valor medio 300, 307, 316 
Valor medio temporal 5.4 

Vdir medio de "rr.a crandeza observe vrl 308 

Valor proprio 192, 212 

Valorem medio* 299, 343 

V Blurts iireiiios liunjoiais 142 

Variacao da massa com a vdocidade 213 

Variacao dc massa 218 

Variavel coleliva 311 

Variavcii ociittiis 410, 411 

VelM teoria quantics 275 

Velocidade de Fase 52 

Velocidade limitc 184, 190, 200 

Vdocidade relatiTa 198 

Venice de espelho esferico 18 

Vetor Golilna 293, 306 

Vetor de estado 264, 296, 337, 394, 412 

Vetor deslocamento 138 

Vetor de estado noimalizadci 295, 323 

Vetor de onda 52 

Veiordc Poynting 142,216 



Este oirso universitario de ffsica Basica destina-se aos esLudantes de 
engenharia, ffsica, matematica, quunica e areas correlatas. O objetivo e dar uma 
discussao detalhada e cuida'dosa dps conceitos e princfpios b.isicos da ffsica, com 
enfase na compruunsLiu das idi ia- I undamentais. Procura-se desenvolvera intuicao 
c a capacidade de raciocmio ffsico, bem como motivar e interessar os estudantes. 

O volume 4, "Otica, Relatividade, Ffsica Quantica", apresenta os principals 
resultados da otica geometries, otica ondulatoria e otica eletrnmagnetica, uma 
introducao a relatividadc, e as ideias basicas da ffsica quantica: aslinhas gerais 
de sua evolucao historica, uma formulacao cuidadosa dos princfpios tundamen- 
tais e a aplicacao ao tratamento de sistemas simples, ilustrando os mais impor- 
tantes efeitos quanticos. Ha cerca de 130 problemas propostos, todos com res- 
postas. 

O Alitor 

Moyses Mussen/.vei*;, professor emerilo da Unh ei^idi-ide i-ederal do Eio 
de Janeiro, foi tamMm professor titular das Universidades de Rochester e Sao 
Paulo, da PUC-Rio e do Centra Brasileiro de Pesquisas Ffsicas, professor ou 
pesquisador visitante do Institute for Advanced Study de Princeton, da 
Universidade de Paris, do Goddard Space Flight Center da NASA, do College de 
France e da ficole Normale Superieure. 

E prfimio Max Bom e "Fellow" da Optica: Society of America, "Fellow" da 
American Physical Society, homenaeeado na Universidade de Tel Aviv com a 
Catedra Moyses Nussenzveig de Mecanica Estatistica, Premio National de Cienria 
e Tecnologia e detentor da Gra-Cruz da Ordem Nacional do Merito Cientffico. 



